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Otazka 07 - YO1DMA

Zadani

Matematicka indukce a rekurse. Redeni rekurentnich (diferen¢nich) rovnic s
konstantnimi koeficienty. (YO1DMA)

Uvod

Tato otazka se sklada z nékolika indukénich principl. Ty nam slouzi k dikazovani toho, Ze
vSechny prvky x néjaké mnoziny A maji vlastnost V(x). O indukci obecné lze fict, Ze patii k
zékladnim dokazovacim principim a své uplatnéni Ize nalézt v mnoha oborech, pfedev&im
pak matematice, informatice (computer science) a logice.

Matematicka indukce

Pfi dokazovani matematickou indukci musime vzdy nasledovat dany scénar. Ten se sklada z
téchto krokd:

m Jesté pred samotnou indukci musime mit jasno, kterou viasnost V dokazujeme a pro
jakou mnozinu pfirozenych cisel tato vlastnost plati.
m Zakladni krok - ovéfime Ze Cislo ng (prvni ¢islo z dané mnoziny) ma vilastnost V
® Indukéni krok - zformulovani indukcéniho predpokladu na jehoz zakladé se dokéaze,
Ze vlasnost V ma i Cislo n+1.
= Indukéni pFedpoklad je obvykle to, co dokazujeme. Pokud tedy dokazujeme,

>~ ~ v. s M. P n . v .
Ze pro v8echna prirozena cisla n = 4 plati nerovnost n! = 2, pak indukcni

v - ~ « V. s v, . n z
predpoklad je, Ze pro vSechna prirozena cCisla n = 4 plati nerovnost n! = 2. Na

zakladé tohoto tvrzeni pak dokazujeme, Ze toto plati i pro Cislo n+1.

Princip slabé indukce

At ng je pevné pfirozené ¢islo a at V je vlastnost pfirozenych C&isel n = ng. At jsou dale
splnény nasledujici dvé podminky

1. Cislo ng ma vlastnost V
2. Jestlize Cislo n 2 ng ma vlastnost V, potom i ¢islo n + 1 ma vilastnost V.

Potom vlastnost V plati pro v3echna pFirozena cisla.

Princip indukce nam takto dovoluje vyhnout se nekonec¢né posloupnosti tvrzeni a nabizi nam
»Zkratku® - Jde vlastné o odvozeni nekonecné posloupnosti tvrzeni misto dokazovani kazdého
tvrzeni zvlast.

PFiklad 1:

> z ., s . ~ v. s M. , n
Dokazte nasledujici tvrzeni: Pro vSechna prirozena Cisla n = 4 plati nerovnost n! = 2 .

RESENT : Nerovnost n! = 2" oznadime jako V(n). Nyni mdzeme zapsat tvrzeni nasledovné:
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Pro vSechna pfirozena Cisla n = 4 plati V(n)

1. zakladni krok: Ukazeme nejprve, ze V(n) plati pro nejmensi mozné n, tj. pro cislo 4.
Je jasné, ze plati 4! = :_'4
2. Indukéni krok: Predpokladame, Ze pro pevné, (ale libovolné) n = 4 plati V(n) (=

indukéni prFedpoklad) a ukazeme, Ze plati i V(n + 1). Musime tedy ukéazat platnost

1

. + . .
nerovnosti (n + 1)! = 2" L. Dekomponujeme levou stranu rovnosti takto: (n + 1)! =

n!(n + 1). Pouzitim indukcéniho predpokladu a zfejmé nerovnosti n + 1 = 2,
. p . + .
dostaneme po vynasobeni obou nerovnosti nerovnost (n + 1)! = 2" L. A to jsme

potFebovali.

Bod 1. fika, ze plati V(4). Podle induk¢niho kroku, Ze plati V(5). Opétovnym pouzitim
indukcéniho kroku dostavame platnost V(6), ...

PFiklad 2:

. ) | 1 1 1 . .. .
DokaZte, Ze plati nerovnost 1 +—— 44— o pro vdechna prfirozena cisla n = 2. Tuto
n+ ntl LA i

vlastnost pojmenujme V.

RESENT : Budeme postupovat néjakym principem indukce podle n = 2.

7

. L 11 T
1. Zakladni krok: pro n = 2 je leva strana nerovnosti vyraz — 4+— neboli ¥l
2 ¥

2. Indukéni krok: zvolime libovolné, ale pevné Cislo n = 2 a predpokladejme, Ze plati
V(n) (= indukéni predpoklad)
. . _ l 1 1
Mame ukéazat platnost nerovnosti + 44—
n+ll+]l [n+l]42 2(n+1|

.Ill
r4| —

Pokusime se o dekompozici - zfejmé levé strany. ProtoZze smyslem dekomposice je objevit

. - x r . e l 1 1
~problém mensich rozmérl“, pokousime se v levé strané objevit vyraz 5| it
n4 ntl Ay

Jak je vidét, leva strana induk¢niho kroku zacina a kondi pozdé€ji nez leva strana zadané
nerovnosti. Je mozné tedy pouzit triku pri¢teni a odecteni, kde nasledné dostaneme:

l l l | l l l | l

+ ..ot = J.+ 4 e 3 + 3 I ¥ —— 1
| \ n+4 n4g L Ln L4 Ln4l n+4
ntl|+]1 [nell42 2 nel|

Vyuzijeme indukéni predpoklad a mizeme tedy s jistotou fici, ze plati:

l 1 1 1
A=
2

+ - =
ntyl na2 In

Nyni by k ukonceni dikazu indukéniho kroku tedy stalilo ukazat, ze plati nerovnost (je to
zbytek levé strany po vyuziti indukéniho predpokladu):

| 1 ] 1 1 |
- - =0 resp. Ze plati nerovnost: > -
2ntl 2n42 n+ld 2n+l n+l 2n42

1 l 1 ]
- = a nerovnost >
n+l 2n42  2n42

To je ale snadné, protoZe prava strana je: >
Int]l 2ng?
pro n = 2 plati. Pro tento dikaz jsme pouZzili slaby princip indukce.
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Rekurzivni algoritmus

V3echny Glohy rozméru n = ng jsou zpracovany, pokud:

1. Zakladni krok: Gloha rozméru ng je zpracovana nerekursivné
2. Rekursivni volani: dloha rozméru n + 1 je zpracovana, pokud po dekompozici je
zpracovana uloha rozméru n

Princip silné indukce

At V je néjaka vlastnost pfirozenych d¢isel. K tomu, abychom mohli usoudit, Ze v3echna
pfirozena Cisla n >= ng maji vlastnost V, staci ukazat dvé véci:

1. zZakladni krok: ¢islo ng ma vlastnost V
2. Indukéni krok: Cislo n + 1 ma vlastnost V, za predpokladu, Ze v3echna prirozena Cisla
k, kde ng < k < n + 1, maji vlastnost V

(Pozn 1. Definice indukéniho kroku citovana ze script: JestliZze v3echna prfirozena Cisla k, nO
< k < n + 1, maji vlastnost W, pak n + 1 ma vlastnost W.)

(Pozn 2.: Indukéni predpoklad se formuluje stylem: Predpokladejme, Ze pro v3echny k, ng <
k < n + 1, plati vlastnost V.... Nasledné musime rozlozit n + 1 a najit ta mensi k)

Véta. Princip silné indukce je logicky ekvivalentni principu slabé indukce.

PFiklad 1:
Dokazte, Ze plati tvrzeni: Kazdé Cislo n = 2 ma prvociselny rozklad.

RESENI :

1. Zakladni krok: Pro x = 2 je zfejmé zapis 2 = 2 L hledany prvociselny rozklad
2. Indukéni krok: Predpokladame, Ze prvociselny rozklad existuje pro v3echna
pfirozena &sla k, pro ktera plati 2 < k < x + 1. Nastane jeden ze dvou pFipadu.

m X + 1 je prvodislo, feknéme p. Potom x + 1 = p Lje hledany prvociselny rozklad.
m X + 1 je slozené Cislo. Pak existuji dvé prirozena Cisla, feknéme a a b tak, Ze plati

r+l=a.b al<a<x+1lal<b<x+ 1. Podle indukéniho predpokladu existuje

n n n n

prvociselny rozklad a=p I. lp, p., Y.p o a prvociselny rozklad

Vynasobte tyto dva prvodiselné rozklady. Po ptipadném presunuti jednotlivych faktord
dostavame prvociselny rozklad ¢islax +1 = a - b.

Princip dobrého uspofadani. Kazda neprazdna podmnozina prirozenych c¢isel ma nejmensi
prvek.

Véta. Princip dobrého usporadani je logicky ekvivalentni principdim indukce.

Véta. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
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1. Slaby princip indukce
2. Silny princip indukce
3. Princip dobrého usporadani.

Tvrzeni Terminaci rekursivniho algoritmu zarudi variant (=rozmér Fe3eného problému, ktery
se zmens3uje, nelze jej vdak zmen3ovat do nekonecna).

Tvrzeni
Dlkaz indukci == rekursivni algoritmus
Princip dobrého usporadani a variant zarudi terminaci rekurzivniho algoritmu.

Princip strukturalni indukce
Pojmy.

Abeceda: T=Ar ) ) frue not, AL or, I', II

Mnozina F viech formuli je F X" .
F je induktivné generovana ,gramatikou® (atom), (true), (and), (not).

Princip.
At T je libovolna koneéna abeceda. At G je konelna sada odvozovacich pravidel, ktera

. . v . , [ -
induktivné zadava mnozinu slov L ¥ .

At A je mnozina v&ech axioml z G. At D je mnoZina vSech deduktivnich pravidel z G.
At V je néjaka vlastnost slov nad abecedou . K tomu, abychom ukazali, 2e kazdé slovo v

mnoziné L ma vlastnost V, stadi ukazat?:

1. Zakladni krok: Zavér kazdého axiomu z mnoziny A ma vlastnost V.

2. Indukéni krok: Pro kaZzdou instanci libovolného deduktivnino pravidla v mnoziné D
plati: Jestlize vSechny predpoklady pravidla maji vlastnost V, potom i zavér tohoto
pravidla ma vlastnost V.

a) Tomu se Fika: Vlastnost V je invariantni na prichod gramatikou G.

Plati.

1. Jestlize plati (silny nebo slaby) princip indukce, plati i princip strukturalni indukce.
2. Pro kazdou neprazdnou abecedu 3 plati: existuje mnoZzina

= 1 . v
M ™, kierounelze zadat induktivné

PFiklad 1:
At At je mnozina atomickych formuli. Mnozina F (At | v3ech formuli vyrokové logiky je

induktivné zadana nasledujicimi axiomy
tt(true | | ala |

a deduktivnimi pravidly

16.6.2010 12:35

DF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com



http://statnice.stm-wiki.cz/doku.php?id=spolecne:spol7
http://www.pdffactory.com

Otézka 07 - YO1DMA [statnice.stm-wiki.cZ] http://statni ce.stm-wi ki .cz/doku.php?i d=spol ecne: spol 7

DokaZzte, Ze v kazdé formuli peF |fg1r '| je pocet levych a pravych zavorek shodny.

RESENT : Protoze mnozina F | At .'| je induktivné vytvofena, zkusime k dikazu vyuZit princip

L, L. .. v - | i [T
strukturalni indukce. Na mnoZin€ vSech slov nad abecedou Z== A,V ,=, &, (1t |, |, |UAL

zavedeme nasledujici vlastnost: V(w) plati, pokud je ve slovu w pocet levych a pravych
zavorek stejny.

Chceme dokéazat, ze plati V (w), a to pro kazdé slovo z mnoziny F(At). Podle principu
strukturalni indukce sta&i ukazat, ?e vlastnost V je invariantni na prlchod pravidly ze zadani.

m Zakladni krok: mame ukazat, Ze zavér kazdého axiomu ze zadani ma vlastnost V . To
je zrejmé: zavér kazdého axiomu ma nula pravych a nula levych zavorek. Dlkaz
zakladniho kroku je u konce.

® Indukéni krok: mame ukazat, Zze pro kazdé deduktivni pravidlo ze zadani plati: jestlize
vSechny predpoklady pravidla maji vlastnost V , ma vlastnost V i zavér tohoto

pravidla. To je zfejmé: vezméme napiiklad pravidlo & |, pro ostatni pravidla

prob&hne dlkaz analogicky. Pokud plati V v, a V| o, |, plati zfejmé i

v P 1S9, . Dlkaz indukéniho kroku je u konce.

Podle principu strukturalni indukce je dikaz ukonéen.

Rekurentni rovnice

Definice.
Linearni rekurentni rovnice k-tého radu s konstantnimi koeficienty je zapis: agX(n + k) +
ak-1X(n + k - 1) + ... + aoX(n) = f(n), kde ak '= 0.

Koeficienty: (realna nebo komplexni ¢isla): ak, ak-1, ... ao
Prava strana: posloupnost f(n)

Prisludna homogenni rovnice:

aX(n + k) + agaX(n + k-1) + .. +agX(n) =0

Charakteristicka rovnice: ur,‘\ -MI: l}l}‘ l+...+u|:|=ﬁjl

Reseni homogenni rovnice.

. - . k k-
® Vyresime chrakteristickou rovnici k A +a, l)h 1+. ..+ch=L‘I.

Koreny: '\L (nasobnst kj), ..., .‘n.r_ (nasobnost k).

= Koren ,\L nasobnosti kl >= 1 prida ,{-L ruznych posloupnosti do fundamentalniho

systemu:
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n 1

i 2 [
A oanx A n o xA preeealt

L L
(analogicky prispeji koreny A_ -"'-J",. ).

® Fundamentalni system ma celkove k ruznych posloupnosti, protoze k l+.!’c LHo+k =k
L r

m Kompletni reseni homogenni rovnice je linearni kombinace fundamentalniho systemu

Odhad partikularniho reseni pro pravou stranu A" * P(n), kde A je cislo a P(n) je
polynom

m d je nasobnost A jako korene chrakteristicke rovnice (nasobnost 0 znamena: A neni
koren).

m Odhad partikularniho reseni: ndxA” »p |'.:r .'|, kde p(n) je polynom stejneho stupne

jako P(n).

m Koeficienty polynomu p(n) ziskame z pozadavku, ze ndxal” U |'.1r "| ma resit danou
nehomogenni rovnici.

Pro slozitejsi pravou stranu lze pouzit princip superposice.
Komplexni reseni nehomogenni rovnice.

m Secteme kompletni reseni homogenni rovnice a partikularni reseni.
m Jsou-li zadany pocatecni podminky: nakonec urcime koeficienty linearni kombinace
fundamentalniho systemu.

Priklad.
Rieste rek. rovnicu c(n+1) - ¢c(n) = n,n>=1, ¢c(1) = 0.

Homog. rovnica: c¢(n+1) -c(n) =0, n>=1
Charakter. rovnica: ;-1=0
A=1

Fundamentalny system: 1”, n>=1

. R . n -
Reseni homogennej rovnice: ax 1 ,n=1 aceR

Partikularni reseni: 1" xn , kde I'=A" .n=P |"jr '|

Odhad: d =1, n Lx " (an+b '|:C|"n l,a.beR

i,
~

. _ A
Z f . . . ! | 2 -
an +bn=c|n ] Dosadime do povodnej rovnice a |n+1| +& [n+1|-an -bn=n_.n=l

Resime pordvnanim koef: (musi mat jedno reseni)
u ;;2: a-a=0

unl: a+b-b=1

u ;;O: a+b=0

a=1/2,b=-1/2

. . 2 1 21
Partik. reseni: an +£m=1_n -5 M.n =1

-

. . . . | n
Kompletni. reseni nehomogenni rovnice: —n -— n+ax | sacR nz=l
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Slovni¢ek pojmd

Invariant predikat ktory zostava pravdivy po celu dobu - vykonavania programu, tj. pocas
vykonavania specifickej sekvencie operacii
- zajisti parcialni korektnost

Terminace u rek. alg. algoritmus ukonci vypocet pro jakakoli pripustna vstupni data

Formule parcialni korektnosti u alg. tvrzeni, ktere plati, pokud algoritmus svoj praci

ukonci.
Zdroje
* Kapitola 1 - ftp://math.feld.cvut.cz/pub/velebil/y0l1dma/dma-notes.pdf

[ftp://math.feld.cvut.cz/pub/velebil/y0ldma/dma-notes. pdf]
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