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-

Slozitost rekurzivnich algoritmu

T(n) -- asymptoticka slozitost algoritmu
pri vstupu o velikosti n

[ Pr.: Merge sort }

Asymptoticka slozitost
vyreseni trivialni ulohy

]

& L=

B(1) pron=1
T(n) = {
2T(n/2) + ®(n) pron>1

\_

~

J

ZrN

[ Jak asymptoticka slozitost 2\ ( Slozitost )
pFi vstupu o velikosti n rozdéleni problemu
zavisi na asymptotické slozitosti|| @ spojc_ani dilCich resSeni

_Pfi vstupu o velikosti n/2 ) K(|f><>|0v"r\ pole v Merge sortu)j

Algoritmus a program neni totéz
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-

Slozitost rekurzivnich algoritmu

Co Ize zanedbat

(Typickou hodnotu n si

~

vhodné zvolime
(v Merge sortu mocninu 2)

(" Konkrétni konstanta
neovlivni vyslednou
asymptotickou sIozﬂost)

~

T(n) =

\ /
KBQI { 6(1) pron=1

2T(n/2) + ®(n) pron>1
_ )\

~

J

-

vsak, ze (viceméne) je,

\_VétSinou vysledek nebude ovlivnén.

n/2 a obecné n/konst neni celé Cislo, mysleme si

a pouzijme jej misto spravného | n/21é&i Ln/2] apod.

J

Algoritmus a program neni totéz
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( )
Slozitost rekurzivnich algoritmu
( Piklad )
Pro algoritmus A plati
4 )
e(1) pron=1
T(n) =
3T(.n/4)) + ®(n?) pron>1
\_ —’ —’ Y,
) L
Rozdéli data na étvrtiny. Vyreseni ,,étvrtinové® tlohy trva T(Ln/4]).
Jedna ¢étvrtina se nezpracovava® = tri ¢tvrtiny se zpracuji v ¢ase
*) z davod zde nepodstatnych :-) 3T(|_n/4J)_
Cas potiebny na rozdéleni na étvrtiny
a na spojeni ,,étvrtinovych“ feseni je ®(n?).
. J

Algoritmus a program neni totéz
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-

Slozitost rekurzivnich algoritmu

Priklad
4 )
B(1) pron =1
T(n) = {
3T(Ln/4]) + ®(n?) pron>1
\_ J

Zanedbame celé casti,

Vztah pro vypoéet ©® nahradime umeérou

[ T(n) = 3T(n/4) + c-n? ]

Algoritmus a program neni totéz
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-

Strom rekurze

Metoda stromu rekurze

Algoritmus a program neni totéz
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-

Strom rekurze

)

,_'_-;‘\ ]

T(n) = BT(n/4) + c-n?)
i . — - <

”

—_’

e -

”
”
z-

4

T
I

- ¢as na déleni problému

c-n?

N o na dilci problémy

<

V4
/
1 /
\

a pak spojeni dil¢ich reseni

N

\NT
N
_ _ _ ¢as na vyreseni
\£ T-(n/4) ] [ T-(n/4) ] [ T-(n/4) ]/[jednoho diléiho problému
\ /7 J
~
-, . - _ e -
N ~mm—== a/
Strom rekurze je ale vétsi ... g

Algoritmus a program neni totéz
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-

Strom rekurze

Strom rekurze ]

> [ T(n) = 3T(n/4) + c-n? ]

\

c-(n/4)?

~

S T T T It
W2 R N 2 R U R A
1 1 1 1
| | | |
! ! ! !
) T(1) T(1) (1) JL_T(1)
J

Algoritmus a program neni totéz
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Strom rekurze

Pribéh vypocétu

1. Nakresli strom rekurze

2. Spocti jeho hloubku

3. Spocti jeho sirku v patre k
4. Spocti cenu uzlu v patre k
5. Seéti ceny uzlu v patie k
6. Secti ceny vsech pater

( cena uqu) = asymptoticka slozitost zpracovani podproblému
odpovidajiciho uzlu ve stromu rekurze.

( cena stromu) = asymptoticka slozitost zpracovani celé ulohy.
o /
-

Algoritmus a program neni totéz
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' N

Strom rekurze

4 )

[ T(n) = 3T(n/4) + c-n? ]

Priubéh vypocétu

1. Nakresli strom rekurze M
2. Spocti jeho hloubku

V hloubce k R S P P
je velikost podproblému n/4k . O O O O

Velikost podproblému je tedy = 1, kdyz n/4k =1, tj k = log,(n).
N v
hloubka stromu ]

Takze (strom ma log,(n) + 1 pater J (k=0 je hloubka korene).

Algoritmus a program neni totéz
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>
Strom rekurze
e )
[ T(n) = 3T(n/4) + c-n? ]
Prubéh vypoctu
3. Spocti jeho Sirku v patre k
0. patro — 1 uzel
1. patro — 3 uzly
2. patro — 3-3 =9 uzlu
3. patro — 3-3-3 = 27 uzlu
o /
pocet uzllii v jednom patie ]
( k. patro - 3-3- ... -3:3 = 3% uzli |
\_

Algoritmus a program neni totéz
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-

Strom rekurze

Prubéh vypocétu

4. Spocti cenu uzlu v patre k

0. patro — c-n?

1. patro — c-(n/4)?
2. patro — c-(n/16)?
3. patro — c-(n/64)>?

i

[ T(n) = 3T(n/4) + c-n? ]

~

cena uzlu v jednom patre ]

( k. patro — c:(n/4k)? )

Algoritmus a program neni totéz
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' N

Strom rekurze
s B\

[ T(n) = 3T(n/4) + c-n? ]

Priubéh vypocétu

5. Secti ceny uzlu v patie k

V patre k je 3k uzlq,
kazdy ma cenu c+(n/4¥)2,

L] L] L] L] L]
» » » n » »
. . . . . .
. . . . . .
» » » » » »
-w -w -y

AR R L N o e

. : . o . :

2 o5 s . s

®ant *an® ‘an®

N /

/[ celkova cena patra ]ﬁ [ Pozor na posledni patro: ]
(3% c:(n/4%2 = (3116)cn? |

N J

Algoritmus a program neni totéz
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-

Strom rekurze

[ T(n) = 3T(n/4) + c-n? ]

Prubéh vypoctu

5. Secti ceny uzlu v patie k
Posledni patro je v hloubce
log,(n) a ma tedy

3log,(n) = plog,3) yziq.

.

\

/[ cena posledniho patra ]

Kazdy prispiva uzel v poslednim patre prispiva konstantni cenou,
takze cena posledniho patra je ( n'°9,® - konst = @(n'°9,3) j

NS

Algoritmus a program neni totéz
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g
Strom rekurze
- ™
Prubeh vypoctu [ T(n) = 3T(n/4) + c:n? ]
6. Secti ceny vsech pater
Celkova cena =
cn? + 3/16-cn? + (3/16)2-cn? + ... + (3/16) '09,(-N-cn2 + © (n'°%B) =
(1 + 3/16- + (3/16)2 + ... + (3/16) l°9,-M)-cn2 + @ (n'°9,R) =
— _J
- N J
Geometrickou posloupnost nahradime pfriblizné
geometrickou radou (zbytek rady je zanedbatelny).
Ziskavame horni odhad souctu.

s N
(1 + 3/16- + (3/16)2 + (3/16)3 + ... ad inf. )-cn?2 + © (n'°940)) =
(1/(1-3/16) ):cn? + O (n'°94®) = 16/13 -cn? + O (n'°94d) =

N J

\_

Algoritmus a program neni totéz
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' N

Strom rekurze

a )
[ T(n) = 3T(n/4) + c-n? ]
Prubéh vypoctu
6. Secti ceny vsech pater
- /
Asymptoticka slozitost N
2> log,(3) =
algoritmu A 9:(3) )
= 16/13 -cn? + ©(n'°943)) =(® (n?) ]
\\ j/

Algoritmus a program neni totéz
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Substitu¢ni metoda

Substitucni metoda

Algoritmus a program neni totéz
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o
Substitu¢ni metoda
i Piklad j
4 )
Rekurentni vztah popisujici
asymptotickou slozitost T(n) = 2T(Ln/2]) + n
algoritmu B
N\ )
e )
Nas odhad slozitosti T(n) = O(n-log,(n))
Zdroj odhadu: zkusenost, podobnost s jinymi ulohami
uvaha, intuice ... :-)
N /
> N\
. Chceme dokazat: Nas odhad plati }
P
Metoda: Bézna matematicka indukce, do niz dosadime
L (substituujeme) dany rekurentni vztah
N\ v
\_

Algoritmus a program neni totéz
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-

Substitu¢ni metoda

Chceme dokazat :| T(n) = O(n-log,(n)),
to jest :| T(n) < c'n-log,(n), pro vhodné c >0

Wy 9

-
/( Krok Il (obecny krok) matematické indukce:)

Dokazeme, ze pokud nerovnost plati pro | n/2], plati i pro n.

Vime: T(n) = 2T(Ln/2]) + n

Predpokladame: | T(.n/2J) < c-Ln/2 |- log,(.n/2]))

Substituce: [T(n)]< 2-c-[n/2 |- log,(n/2]) +n
upravy: <cn-log,(n/2) + n = cn-log,(n) —cn-log,(2) +n
= cn-log,(n) —cn +n

(s cn-log,(n), pokudc >1 )

Algoritmus a program neni totéz
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Substitu¢ni metoda

{ Krok | matematické indukce ) )

Nerovnost T(n) < c-n-log,(n), plati pro néjaké konkrétni malé n.

A Potiz ) ~

( Nelze dokazovat pro n = 1,)
nebot’ bychom dokazovali T(1) < c-1-log,(1) = 0, coz neplati,

L protoze jiste je T(1) > 0.

J
- (
/( Pozorovani J l T(n) = 2T(Ln/2]) + n ]\
Pokud n > 3, v rekurentnim vztahu se T(1) neobjevi,
tedy pokud dokazeme indukcéni krok lpron=2an =3,
\je dikaz hotov pro vSechna n > 2. )
Redeni | )

Jde nam ale o(asymptotickou slozitost,)tudiz dikaz pro n > 2 stagi.

J

Algoritmus a program neni totéz
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Substitu¢ni metoda

/( Krok | matematické indukce pron=2an=3 J B
At T(1) = k. T(n) = 2T(n/2) + n
Z rekurentniho vztahu plyne Chceme mit:
T(2) = 2k+2 T(2) <c-2-log,(2)
T(3) = 2k+3 T(3) <c -3 -log,(3)

Staéi tedy volit(c > max { (2k+2)/2, (2k+3)/(3-10g,(3)) }. )

Tudiz, kdyby k bylo napr. 10, stacilo by volit
Kc > max { (2:10 +2)/2, (2:-10+3)/(3-log,(3)) } = max {11, 4.84 } = 11. y

Algoritmus a program neni totéz
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Mistrovska metoda
Mistrovska metoda
(The master method)

Algoritmus a program neni totéz
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' N

Mistrovska metoda

( Véta )
Necht'a>1 a b > 1 jsou konstanty, f(n) je funkce a necht’

asymptoticka slozitost daného algoritmu je definovana

kurentnim vztah
rekurentnim vztahem T(n) = aT(n/b) + f(n),

kde podil n/b Ize libovolné interpretovat jako | n/b| nebo [ n/b|.

L Potom plati y
e )
1. Pokud f(n) = O(n'°942 -¢) pro néjakou konstantu e > 0,
pak T(n) = ©(n'°9 ).
2. Pokud f(n) = ©(n'°9,?), pak T(n) = BO(n'°942 - log,(n)).

3. Pokud f(n) = Q(n'°942) *¢) pro néjakou konstantu e > 0,
a pokud a-f(n/b) < c-f(n) pro pro néjaké c <0
a pro vSechna dostatecneé velka n, pak

T(n) = O(f(n)).

Algoritmus a program neni totéz
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-

k;
Mistrovska metoda
4 )
( Komentare k podminkam veéty ]
1. Pokud f(n) = O(n'°%,@ -¢) pro néjakou konstantu e > 0, pak
T(n) = ©(n'°9,@),
/| Podminka 1. Fika, ze f(n) musi rust polynomialné pomaleji
/I nez funkce n'°9,a) ,
3. Pokud f(n) = Q(n'°9%( *¢) pro néjakou konstantu e > 0,
a pokud a-f(n/b) < c-f(n) pro pro néjaké c <0
a pro vsechna dostatecné velka n, pak
T(n) = O(f(n)).
/| Podminka 3. Fika, ze f(n) musi rist polynomialné rychleji
Il nez funkce n'°9,(a)
N /
%

Algoritmus a program neni totéz
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-
Mistrovska metoda
4 )
1. Pokud f(n) = O(n'°%( -¢) pro néjakou konstantu e > 0, pak
T(n) = ©(n'°9,).
. ,
- D
 PFiklad. ]
" T(n)= 9T(n/3)+n | a=9,b=3,f(n)=n.
Plati  n'°9,@ = nl°g30 = @(n?)
f(n) = O(nl°9;)-¢), kde e =1
[ Celkem tedy T(n) = ©(n?) }
o /
\_

Algoritmus a program neni totéz
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Mistrovska metoda

4 )
3. Pokud f(n) = Q(n'°942) *¢) pro néjakou konstantu e > 0,
a pokud a-f(n/b) < c-f(n) pro pro néjaké c <0 a pro
vSechna dostatec¢né velka n, pak
L T(n) = O(f(n)). J
% N
| Priklad. ]

CT(n)= 2T(n/2) + nlog,(n) ] a=2,b=2,f(n) = nlog,(n).
Plati n'°9,@ = n

f(n) = n-log,(n) roste asymptoticky rychleji nez n'°9,@ = n.

Pozor, neroste ale polynomialné rychleji. Pomeér n-log,(n) / n=
log,(n) roste pomaleji nez kazda rostouci polynomialni funkce.
n-log2(n) ¢ Q(n'*¢) pro kazdé kladné e. Predpoklad 3. neni spinén.

Algoritmus a program neni totéz
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Ruzné algoritmy
maiji
ruznou slozitost
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