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Vypocetni geometrie
Computational Geometry (CG)
Uvod
Priklady uloh
Algoritmické techniky — paradigmata
— razeni - jako predzpracovani
—rozdel a panuj (divide and conquer)

— zametaci technika (scan-line)
— geometrické misto (Locus approach)
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Vypocetni geometrie?

Vznikla ,v roce 1975 — M. |. Shamos
(1850 Dirichlet, 1908 Voronoi, ... maximum c¢lanku 1991)

Dvoji cil: Zkouma teorii (kombinatorickou strukturu geometrickych
objektl)
| praxi: Hleda optimalni algoritmy pracujici s geometrickymi
objekty a implementuje je

— body, primky, usecky, mnohouhelniky — polygony,...

Aplikace napr. v oblastech:

— databazové systemy, robotika, pocCitacova grafika, pocCitacove
vidéni, rozpoznavani obrazdu, ...

— fadu problému Ize formulovat geometricky
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Vypocetni geometrie?
Charakteristicka je

— velka probadanost algoritmu v roviné (2D)

— narust slozitosti v prostoru (3-D) Ci
v n-dimenzich

— meéneé znalosti o reSeni v n-dimenzich
dale zustaneme v roviné (2D)

* ukazky typickych uloh
« ukazky technik pfi navrhu algoritmu
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Vypocetni geometrie (CG)

Uvod

Priklady uloh

Algoritmicke techniky — paradigmata
— razeni - jako predzpracovani
—rozdél a panuj (divide and conquer)
— zametaci technika (scan-line)
— geometricke misto (Locus approach)
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Konvexni obalka

= nejmensi konvexni mnohouhelnik, ktery obsahuje
vsechny zadané body

V — mnozina bodu
e °

Convex Hull CH(V )
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PrusecCik usecek

Problém: Zjistit, zda se objekty protinaji

* Prusecik slozitého objektu
rozlozit
na pruseciky casti

* napf. na pruseciky usecek
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Triangulace mnohouhelnika

Problem: Rozklad objektu na neprekryvajici se casti

* complex -> simplex

e 2D — trojuhelniky

* 3D - Ctyrsteny
(tetrahedron)
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Vyhledavani

Predzpracovani - Vytvoreni struktury pro rychle nalezeni:

NejblizSiho souseda Bodu v daném rozsahu

(nearest neighbor) (range query)
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Voroneho diagram
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Delaunayova triangulace

= triangulace mnoziny bodu (dualni k VD)
maximalizuje minimalni uhel (tends to equiangularity)
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Delaunayova triangulace
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Vypocetni geometrie (CG)

Uvod

Priklady uloh

Algoritmické techniky — paradigmata
— razeni - jako predzpracovani
—rozdél a panuj (divide and conquer)
— zametaci technika (scan-line)
— geometricke misto (Locus approach)
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Algoritmicke techniky — paradigmata

= principy navrhu efektivnich algoritmu
zustavaji stejné i pro velmi odliSné aplikace

— hruba sila — prohleda (zkusi) vSechno
“O >> Q“

— efektivni algoritmus — co nejuspornéjsi,
ale ‘O >Q"°

— optimalni algoritmus — dosahl dolni meze slozitosti
“O — Q — @”

slozitost

DSA 14



Vypocetni geometrie (CG)

Uvod

Priklady uloh

Algoritmické techniky — paradigmata
— razeni - jako predzpracovani
—rozdél a panuj (divide and conquer)
— zametaci technika (scan-line)
— geometricke misto (Locus approach)
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Razeni

e predzpracovani dat, ktere
* vede k jednodussimu zpracovani
 typicky
— podle nektere ze souradnic
(napfr. dle osy x Ci y)
— nebo dle uhlu kolem daného bodu/u

Pr. pouziti: konvexni obalka

DSA
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Konvexni obalka

= nejmensi konvexni mnohouhelnik, ktery obsahuje
vsechny zadané body

V — mnozina bodu

® ®
® °» Convex Hull CH(V )

DSA
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1.
2.

(+ c) kontrola uhlu (p;.y, Pisr Pi:1)

Grahamuv algoritmus s

Seradime body p € V dle x; ( Orig: podle tuhlu k x-)
Najdeme horni, pak dolni retéz

a) Ppin (@ Ppax) € CH(V) . Vezml p;=p,;,r P,=dalsi, 1=2
“i=i+1

b) pridame bod p,.q,

4: konkavni —

konvexni —

1i=1-1 «  vypustime p;

P
<

DSA
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Grahamuyv algoritmus 2

Kontrola Uhlu (p;_;, pi, Pii1) 3 D ‘6
Vektorovy soudin bx a Pi_1 Pirq
- kolmy na rovinu => jedina z-ova slozka > 0, x- ay-ova = 0
X:1 — X Vi — Vs < > 0 => konvexni (R)
X; — X, Vi — Viq < 0 => konkavni (L)
/ —
a = pi - pi—l = (ax, a'y)
b —
X Y | = bxay - axby b=p.,-pP; = (bx, by)
a, a _
Y p; = [x; vy z;]

DSA
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Grahamuyv algoritmus s

Slozitost
1. Sefazeni bodu dle x O(nlogn)

2. Nalezeni horniho a dolniho retezu O(n)

=> celkem O(nlogn)
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Jarvisuv algoritmus
baleni darku (gift wrapping)

1. Vezmeme bod p s minimalni soufadnici Y a

vodorovnou primku Bod
S min.

Uhlem

2. Otacime primku kolem p
dokud nenarazi na bod g

3. p = novy nejblizsi bod g

4. Dokud (p # py) Jdi na 2

Slozitost: O(n)+ O(n)*k =>celkem O( k*™n ) vhodny pro malo
bodu na konvexnim obalu
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Vypocetni geometrie (CG)

Uvod
Priklady uloh
Algoritmické techniky — paradigmata
— razeni - jako predzpracovani
— rozdel a panuj (divide and conquer)
— zametaci technika (scan-line)
— geometricke misto (Locus approach)

DSA
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Konvexni obalka metodou D&C

Serad body dle x

Obalka (X) // Rekurziwvné
Dél X na 2 ¢casti L a P
Obalka (L) , Obalka (P)

Spoj obalky (L, P)
Horni most

(nejblizsi body, L proti, P po sméru
hodin)

pak dolni most (naopak)
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Vypocetni geometrie (CG)

Uvod
Priklady uloh
Algoritmické techniky — paradigmata
— razeni - jako predzpracovani
— rozdel a panuj (divide and conquer)
— zametaci technika (Plane-sweep, scan-line)
— geometricke misto (Locus approach)

DSA
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Zametaci technika — princip

Svislou primku (scanline, SL, zametaci primku)
suneme zleva doprava pres mnozinu objektu

Nesuneme se spojite, ale skaCeme mezi body,
kde je nutno zastavit

Pamatujeme si informace o objektech nalevo od
zametaci primky (y-stuktura, T)

Pfi pruchodu nad objektem y-stukturu
aktualizujeme

Body jsou v prioritni fronté (postupovy plan, x-
struktura, B)

DSA 25
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Priklad 1: Minimalni body

Od nich nalevo ani dolu neni zadny bod
1. Seradime body dle souradnice X -> x-struktura

2. Inicializujeme y-strukturu (1 hodnota) na o
3. Scanline umistujeme zleva doprava do bodiu v x-str.
4. Do y-strukt. ukladam minimalni y-souradnici

® O(n log n) - rfazeni
° ® O(1) na bod
® O(n) pro véechny body

O(n log n) - celkem
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Priklad 2: PrusecCiky usecek

Nalezeni vsech prusecCiku zadanych usecCek

— rychleji nez kazda s kazdou, tj. nez O(n?)

— pocitam pruseciky jen mezi sousednimi useCkami v T
T, y-struktura = usecky v poradi jak protinaji scanline
B, postupovy plan, x-struktura

= body, kde se meni poradi usecek:

— na zacatku jen koncoveé body usecek

— prubézné vkladam pruseciky sousednich useCek v T

DSA 27



PrusecCiky usecek

1. Inicializace
* koncove body —> B

* T prazdne

B: AL, BL’ CL, CR, AR’ BR

T: prazdna“

DSA
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PrusecCiky usecek
2. dokud neni B prazdna
* vezmibod p z B (a smaz ho v B)
* dle typu bodu p aktualizuj T strukturu:
e L ... zacina nova Usecka s — oddéli byvalé sousedy
* P ... Kondiusecka s, jeji sousedi budou sousedy

* prusecCik ... prusedik Usetek sa s’

DSA
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PrusecCiky usecek
* L = Zacina nova usecka s — oddeli byvale sousedy
* Najdiv T sousedy s (UseCky s4 a s,)
(s je useCka s pocCatecnim bodem p)
* if( protina sq x s, ) odstran prusecik
(Uuz nejsou sousedy)

* vloZprus.s;xs_,sxs,doB
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PrusecCiky usecek

Bo: KLBL CL.CRARBR
To:  prazdna

1A

B1: %, CL’CR’AR’BR
T1: a
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DSA

PrusecCiky usecek

2.B,
p1=sqxs =axb ... vlozit

Bz: CL’p1’ CR, AR’BR
Too a,b

S1S
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DSA

PrusecCiky usecek

B, 8.4 Cr, Ar-Br
b

T2: a,

P4=sqxsy = axb...smazat

p< sqxs=axc ... vlozit

B3:>£, Cr ARr.BR
T3: a,¢,b
S1 S 82
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DSA

PrusecCiky usecek

* prusecCik useCek sa s’

Najdi v T sousedy s a s’ (UseCky s4 a s,)
prohodsas’ v T

if( protina s x s, ) odstran prusecCik z B
if( protina s’ x s, ) odstran prusecik z B
(uz nejsou sousedy)

vioz prus. sx s, a s'xs,do B
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Prusemky usecek

Bj: >§ Cr, Ar:Br
Ty a,c,b

AR 4. p, zména poradi Usedek a,c
T4 c, a, b

5 p, zména poradi Usecek a,b

BR B5 CR, AR’BR

: Tei ¢, b, a

DSA .



PrusecCiky usecek
* R =konCi usecCka s, jeji sousedi budou sousedy
* Najdiv T sousedy s (UseCky s4 a s,)
(s je useCka s koncovym bodem p)
* smazsz T

* if( protina sq x s, ) vloz prusecCik do B

DSA 36



PrusecCiky usecek

ﬁzacR
o
| b,

Bg:
Tg:

123 4 5 67 é8.BR
B-: prazdna
T-: prazdna

DSA
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PrusecCiky usecek

Pamet O(n)
Operacni slozitost
— n+k poloh
— kazda log n
=> O(k+n) log n

DSA
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Vypocetni geometrie (CG)

Uvod

Priklady uloh

Algoritmické techniky — paradigmata
— razeni - jako predzpracovani
—rozdél a panuj (divide and conquer)
— zametaci technika (scan-line)

— geometrické misto (Locus approach)

DSA
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Voroneho diagram (VD)

Struktura pro vyhledani nejblizSiho souseda
«— hrana VD

® @+ Zadany bod

«— uzel VD

DSA

40



Voroneho diagram

= planarni graf (téz Voronoiuv diagram)

« obsahuje n oblasti (n = poCet bodu - vstup)

* hrana = gmb. stejné vzdalenych od dvou bodu
= 0sa spojnice téchto dvou bodu

» uzel = stfed kruznice opsané = 3 bodum

* uzly maji stupen = 3

« pocet uzlu 2n-4, poCet hran n-6, tj. O(n)

« oteviené oblasti odpovidaji bodum konvexni obalky

DSA

41



Voroneho diagram

Konvexni obal

DSA
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Voroneho diagram
Konstrukce metodou rozdel a panuj

1. Rozdel body dle x-sour. na
LaP

® 0 2. RekurzenalLaP
1-3 body => navrat
>3 body => rekurze

3. Spoj VD, a VDp
* monotonni retéz usecek
® » zkrat protnuté hrany
* nove hrany z retezu us.

O(n log n)
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Voroneho diagram
Konstrukce metodou rozdel a panuj

1. Rozdel body dle x-soufr. na
LaP

® 0 2. RekurzenalLaP
1-3 body => navrat VD
>3 body => rekurze

3. Spoj VD, a VDp
° * monotonni retéz usecek
® » zkrat protnuté hrany
* nove hrany z retezu us.

VD,

O(n log n)
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Voroneho diagram
Konstrukce metodou rozdel a panuj

1. Rozdel body dle x-soufr. na
LaP

2. RekurzenalLaP
1-3 body => navrat
>3 body => rekurze

®
3. Spoj VD, a VDp
@ * monotonni retez usecek
o « zkrat protnute hrany

* nove hrany z retezu us.

O(n log n)
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Voroneho diagram
Konstrukce metodou rozdel a panuj

1. Rozdel body dle x-soufr. na
LaP

2. RekurzenalLaP
1-3 body => navrat
>3 body => rekurze

®
3. Spoj VD, a VDp
@ * monotonni retez usecek
o e zkrat protnuté hrany

* nove hrany z retezu us.

O(n log n)
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Voroneho diagram
Konstrukce metodou rozdel a panuj

1. Rozdel body dle x-soufr. na
LaP

2. RekurzenalLaP
1-3 body => navrat
>3 body => rekurze

®
3. Spoj VD, a VDp
@ * monotonni retez usecek
o « zkrat protnute hrany

* nove hrany z retezu us.

O(n log n)
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Voroneho diagram
Konstrukce metodou rozdel a panuj

1. Rozdel body dle x-soufr. na
LaP

® 0 2. RekurzenalLaP
1-3 body => navrat
>3 body => rekurze

3. Spoj VD, a VD,
* monotonni retéz usecek
® » zkrat protnuté hrany
* nove hrany z retezu us.

O(n log n)
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Links to web

Collections of geometry resources (Rozcestniky)

N. Amenta, Directory of Computational Geometry Software,
http://www.geom.umn.edu/software/cglist/.

D. Eppstein, Geometry in Action,
http://www.ics.uci.edu/~eppstein/geom.html.

Jeff Erickson, Computational Geometry Pages,
http://compgeom.cs.uiuc.edu/~jeffe/compgeom/

DSA
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Jan Slovak, Geometricke algoritmy |, skripta na webu, 1994,
ftp://www.math.muni.cz/pub/math/people/Slovak/lectures/geomet
ricke.algoritmy/galqi.ps

Rourke: Computational geometry in C, 2nd ed., Cambridge
University Press, 1998,
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... for more books, see the collections on the previous slide
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Mnoho stésti na zkouskach !
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