@ Jsou-li opery Aida a Don Jovani stejné dlouhé, pak delSi je pouze prodani nevésta.
a.. Aida
d .. Don Jovani
p .. Prodana nevésta
O(x) .. X je opera
D(x.y) .. x je aspon stejné tak dlouhé jako y
@ Je-li ¢islo délitelné dvéma ruznymi Cisly, pak je délitelné i sm;é_inem téc_hto cisel. o

4. (a) D(a,d) A D(d,a) = (V:z: O(z) A—D(a.z) = (z = p))
(b) V:;;(EIszEIuEIn (z=yxu)A(z=zxv)A~(y=2)=>3t(z=tx (yx z))

a) Pomoci uvedenych predikatt a konstant formalizujte nasledujici vyrok v predikatovém poétu s
rovnosti.

Existuji nejvyse dva kandidati na krale Persie a Xerxes je jeden z nich.

K(x) ... kandidat na perského krale

k ... Xerxes

b) Pomoci artmetickych symboli x,+.-,:, zavorek, kvantifikatori a logickych spojek (Zadné jiné
symboly nejsou k dispozici) formalizujte v univerzu celych ¢isel nasledujici vyrok:
Soucet ¢tvercii jakychkoliv dvou riznych ¢isel je vzdy lichy.

4. (a) K(k) A (V:r vy K@) AK@y) = (z=k)V(y= k))
(b)VaVydz ~(z=y)=>(zxr+yxy=2z+2).
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4. (a) Nejkratsi zipis je Vz (V(z) = (z = n)) - = 1 N
(h)VJ:(Eiy (r=y+y) = (Fuiv (J:=u+v)f\-v(u=v)).



4. (2) Pomoci uvedenich predikati a konstant formalizujte nasledujici vyrok
v predikiatovém pocétu s rovnosti:
Sleéna B obdivuje kazdého, kdo obdivuje sim sebe nebo sleéna
B obdivuje vSechny, kdo obdivuji ji.

Olx, z)... z obdivuje y, b... slecna B

(b) Pomoci aritmetickich symbolit #, 4. —, =, zavorek, kvantifikitori a lo-
gickych spojek (Zadné jiné symboly jako 0, 1, atd. nejsou k dispozici)
formalizujte v univerzu celych disel:

Existuje nejvyée jedno nenulové éislo.

4. (a) (V: ()(J. x) = C)(b,-i:)) v (V:j: O(z, b) = ()(bT.’L')).
(b) V.rVy?Jz(—l(;r =z—-z)A-(y=z-2)=>(z= y)).

kombinatorika 4. ¢, Lot

Néco ve smyslu "hazime n kostkami soucasné"

a) 1)Kolika zptsoby pokud kostky rozlisujeme muze vrh dopadnout.

2)Kolika zptsoby dopadné 1) pokud vytadime hody se v3ude stejnym vysledkem (tj na vSech
kostkach soucasné padne 1. nebo 2, nebo 3. ..., 6)

b) kolika zptsoby hod dopadne, kdyz kostky nerozlisujeme

1. (a) Na kostce je 6 moznosti, co mize padnout. Pocet vysledki je tedy 6”. Konstantnich vysledki je 6.
takze nekonstantnich je 6 — 6.
(b) Zde je vysledek hodu n kostkami l’l_l'iaj_‘ 7e pa_.dlo T jednicek, zo dvojek,... a zg Sestek. Protoze
z) + -+~ + Ig = n, je poéet vysledkil ("éf;') = (")

I .
1. Z mnoziny &isel {1,2,...,n} zvolime Ctyri Cisla.
~(a) Kolik je takovych vybéri, Ze nejvétsi ze zvolenych cisel je alespon 127
~ (b) Kolik je takovych vybéri, Ze druhé nejvétsi ze zvolenjch ¢isel je alespon
| 127
1. (a) Zjistime pocet vybéri, které dané podmince nevyhovuji a odecéteme je od viech vybéri.
n 11
1) \4 )

(b) Podobné jako v (a) odeéteme od vech vybéri ty, lteré nevyhovujé podmince ze zadani.

(-()-C)CT)



Kombinatorika
: e /¢ F., Jecq
=> Méme n muzi a n Zen: Lk d ALY
a
kolika zptsoby Ize vytvorit fadu, aby zadné 2 Zeny nestaly vedle sebe
reSeni

Postavime zeny do rady, moznost je n!. Muze postavime do rady, je to n!. Pak rada muze zacinat
muzem, nebo zenou. Proto x2.

Pak druha ¢ast: Rada miize zaéinat i konéit Zenou PF. na tiech:
ZMMZMZ

zeny lze umistit do n! mist, muze taky. U nich je ale nutné vybrat misto, kde budou dva vedle sebe.
Proto jesté nasobime (n-1).

Protoze obé mnoziny jsou disjunkni, tak je seéteme.
b

kolika zpusoby lze posadit lidi kolem stolu, aby zadné 2 Zeny nesedély vedle sebe
reSeni

To, co napsal Tiser, je viefikajici. Zeny miizeme posadit (n-1)! zptisoby. Pak nam mezi nima zbyde
n mist a na ty usadime n muza. Tady uz nejsou zobrazeni vznikla pootocenim muzi stejna - kazdy
by pak sedél vedle jinejch Zen, proto n!.

1. (a) pocet fad, kde se st¥idd muZ a Zena je 2n!nl. V fadé mohou stit na jednom misté dva musi vedle
sebe a zbytek je stfidavy. Pocet pozic dvojice muzi je n — 1. Dohromady je vysledek

2(nl)* + (n — 1)(n))* = (n + 1)(n)*.

(b) Pocet zpiisobii rozesadit Zeny kolem stolu, aby mezi nimi bylo volné misto je (n — 1)!. Do volnych
mist je moZné rozmistit muZe n! zpisoby. Tedy pocet moznosti je (n — 1)!n!.

T
. X 7 LT' 1L
—>» Mame n modrych a n bilych micka. -
a) Kolika zpusoby je Ize rozdélit do dvou misek tak, aby na kazdé bylo pravé n micka? Misky
nerozliSujeme.

b) Bilé micky jsou oéislovany éisly 1....,n a modré micky rovnéz ¢isly 1....,n. Kolik je nyni zpsobu
rozdéleni do dvou misek po n mickach? Opét misky nerozliSujeme.

1. (a) Divejme se na slozeni micka Jedné misce: Je-li n sudé, pak moznych rozdéleni je 1n -
(pocet bilych, poéet modrych) = (0,n), (1.n—1),... (3n, 1n). ‘ el
Je-li n liché, pak moznych rozdéleni je 2(n + 1): c
(pocet bilych, poéet modrych) (0, -11),~(1, no=T. (21 ~ 1), n+ 1))

Souhnné to lze napsat [3n] + 1. i ’ |

(b) Jsou-li micku oc¢islovany, _“_!’}’hll‘ ame vlastné z 2n mickii n, dame je ma prvni miskn a zbytek na druh
Pocet takovych vybera je ( ,:"). Protoze misky nerozliuj yie on.

. jeme, vidy dvé rozdéleni splivai: i
ml:-.;ck), takze H[}I‘:«ivn}" vjrsiedek ]e %(21':).) splyvan (Drohozem .



Cviceni.
(i) Mé&me v krabici n kouli oéislovanych 1,2,...,n. Postupné je vytahujeme vsechny
ven.
(a) Necht k je pevné zvolené &slo, 1 < k < n. Kolik je pfipadt takovych, Ze k-td
vytazend koule ma éislo pravé k?
(b) Kolik je takovych vytazeni vSech kouli, Ze pfi nich alespoii v n — 1 pfipadech
souhlasi pofadi taZené koule s jejim Cislem?

(ii) Spolecnost se skldda z n muzi a n Zen.

(a) Kolika zpiisoby je mo#zné nutvorit fadu, kde se muzi a Zeny stiidaji?
(b) Kolika zpusoby je mozné vSechny usadit okolo kulatého stolu tak, Ze se muZi a
#eny stiidaji? Rozesazeni, ktera se 1i5i pouze pootocenim, pokladame za stejna.

(iii) Z mno#iny éisel {1,2,...,n} zvolime &tyfi.

(a) Kolik je takovych vybéri, Ze nejvétsi ze zvolenych &isel je alespor 117
(b) Kolik je takovych vybéri, Ze druhé nejvétsi ze zvolenjych Cisel je alespon 117
(iv) Méame bali¢ek karet oc¢islovany ¢isly 1,...,n.
(a) Kolika zpiisoby je mozné baliéek uspofadat, aby pro kazdé k = 1, ..., n platilo,
Zc na k-tém misté v balicku je karta s ¢islem alesponi k + 17
(b) Kolika zpisoby je mozné bali¢ek uspofadat, aby pro kazdé k = 1, ..., n platilo,
Zc na k-tém misté v balicku je karta s éislem nejvyse k + 47

(v) Méme k dispozici p nul a g jedniéek.

(a) Kolik riznych posloupnosti délky p + q lze sestavit?
(b) Necht p = ¢. Kolik lze sestrojit posloupnosti délky p+ g takovych, aby se v nich
nevyskytovali dvé nuly vedle sebe?
(vi) Z é&isel {1,...,n} tvofime posloupnosti délky k.

(a) Kolik existuje riiznych klesajicich posloupnosti?

(b) Kolik existuje riiznych nerostoucich posloupnosti?

(vii) Mé&me baliéek karet odislovangch 1,2. .
karty.

-y, #e kterého postupné snimame viechny

(a) Kolik je rizngch uspofadani balicku takovych, %e pfi snimani je mezi kartou
cislo 1 a kartou &slo 2 pravé k dalsich karet?

(b) Kolik je riznych uspofadani balitku takovych, Ze pfi sniméni ptijde karta islo 1
drive nez karta ¢&islo 27

(viii) Mé&jme n &ernych kouli olislovanych 1,2,... . na 2n bil
Rozdélime je do n krabic oéislovanych L2,
tEi.

ych kouli o¢islovanych 1,2, ..., 2n.
-»n tak, Ze v kazd¢ krabici jsou préve

(a) Kolika zpisoby to lze provést?

(b) Kolika zpiisoby to lze provést tak, aby v ka#dé krabici byly dvé bilé a jedna
Cerna koule?

ReSent: (i) (n— 1)}, 1; (ii) ()%, nl(n—1)% (i) @) = (D @ - (D) - (- 10)();

iv) 0, 5"14Y  (v) (P9 ) ; i) (™), (PHeT). i) 2(n—2)-(n - ;
§3n))! /(3!)n’4(2n)(!rf‘,/((5ng. p+1 () (2, (U5 (vil) 20— 2)- (n - 2)1, mt/2;  (vii)



2. Na mnoziné viech n-prvkovych podmnozin mnoziny M = {1.2,...,2 }

uvazujme relaci R definovanou predpisem
n-prvkové mnoziny A, B jsou v relaci R pravé kdyz AN B # 0.

(a) Jaké z vlastnosti reflexivita, symetrie, antisymetrie a tranzitivita ma
relace R?

(b) Je-li A C M dand n-prvkovd mnozina, pro kolik mnozin B C M plati
A(RoR) gk : | SpN &

2. (a) Relace je reflexivni a symetrick4, ale neni antisymetricka ani tranzitivni.

g 22 s (2
(b) Kazda mnoZina A je v relaci R o R, takze pocet jejich poéet je (n").

-9 Byla zadana 5ti prvkova mnoZina M{ab,c.d.e} a na M x M se mélo

a) najit takovou relaci, ktera neni reflexivni, symetricka ani tranzitivni
b) zjistit kolik takovych relaci miiZe existovat.

2. (a) Relace spliujici pozadavky je relace typu R - {(a,b). (b, ¢)} obsahujici jen dvé dvojice.
(b) Pocet takovych relaci je roven poctu zptisobti, jak vybrat postupné ifi riizné prvky z mnoziny M. coz
je5-4-3 = 60.

-J? Necht R je relace na mnoziné Z celych ¢isel definovany piedpisem
x R y, pravé kdyz x-y je sudé ¢islo délitelné péti.

a) Ukazte, ze R je ekvivalence na Z.
b) Dokazte, Ze pro kazdé n nalezici Z plati n*3 R n.

2. (a) Relace je reflexivni, nebof 0 je sudé éislo délitelné péti. Je symetrickd, nebof je-li # — y sudé &islo
dclitelné péti, pak i y — x sudé ¢islo délitelné péti. Je tranzitivui, nebof, je-li 2 — y sudé ¢islo délitelné
péti a y — z sud¢ Cislo délitelné péti, pak jejich soucet musi byt opét sudé cislo délitelué péti a zaroveri je

ozx—=z.
(b) Jedna moznost je ditkaz indukci, Ze n® — n je vidy sudé ¢islo délitelné péti.
% Mame relaci R na mnoziné N
mRn, pokud aspon tfi z ¢isel m, n, (m+n), (m-n) jsou délitelné 3ma

a

je relace R reflexivni, symetricka tranzitivni?

b

Zjistéte viechny dvojice (m,n) tak, ze mRn

2. (a) Relace neni reflexivni, je symetricka a je tranzitivni.
(b) ™ Rn pravé, kdyZz obé &isla jsou délitelna tfemi.




