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Kapitola 3

Vyrokova logika

3.1 Vyroky

Matematicka logika se zabyva studiem vyrokd, jejich vytvarenim, jejich prav-
divosti a jejich odvozovéanim. Nedefinujeme, co je to vyrok (stejné jako jsme
nedefinovali, co je to mnoZina, co je to bod apod.); pouze zhruba popiSeme, co
si pod pojmem vyrok prestavujeme. Neformalné se da ¥ici, ze vyrok je kazda
véta, o které se da rozhodnout, zda je pravdiva; nebo téz: vyrok je kazda ozna-
movaci véta. Tedy vyrokem nejsou napt. véty ,,Kéz by prselo!“, ,Prsi?“ apod.
Naopak vyrokem jsou véty , Prsi.“, | Sviti slunic¢ko.“, , Jedna a jedna jsou tii.“
apod. Vyrokova logika pracuje se zdkladnimi vyroky (o jejichz strukturu se dél
jiz nestardme) a zjistuje pravdivost ¢i nepravdivost slozenych vyrokd na za-
tzv. logické spojky. Jsou to tyto logické spojky:

e neni pravda, ze; oznacujeme ji — a nazyvame ji negace;

e a; oznacujeme ji A a nazyvame ji konjunkce;

e nebo; oznacujeme ji V a nazyvame ji disjunkce;

e jestlize ..., pak; oznacujeme ji = a nazyvame ji implikace;

e praveé tehdy, kdyz; oznacujeme ji < a nazyvame ji ekvivalence.

3.1.1 Vyrokové formule. Mame danou nepréazdnou mnozinu A tzv. ele-
mentdrnich vgrokd (té7 jim fikdme logické nebo vyrokové proménné). Kone¢nou
posloupnost prvkt z mnoziny A, logickych spojek a zavorek nazyvame vyrokovd
formule (zkrécené jen formule), jestlize vznikla podle nédsledujicich pravidel:

1. Kazda logickd proménné (elementarni vyrok) a € A je vyrokova formule.

2. Jsou-li «, B vyrokové formule, pak (—a), (a A B), (aV @), (o« = B) a
(a & ) jsou také vyrokové formule.

3. Nic jiného nez to, co vzniklo pomoci konecné mnoha pouziti bodd 1 a 2,
neni vyrokova formule.

VsSechny formule, které vznikly z logickych proménnych mnoziny A, znacime

P(A).
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3.1.2 Poznamka. Spojka — se nazyva undrni, protoze vytvari novou formuli
z jedné formule. Ostatni zde zavedené spojky se nazyvaji bindrni, protoze
vytvareji novou formuli ze dvou formuli.

V dalsim textu vyrokové (logické) proménné oznacujeme malymi pismeny
napi. a,b,c,...,x,y,2,..., virokové formule oznacujeme malymi Feckymi pis-
meny napi. a, 8,7, ..., 0,0, .. ..

3.1.3 Derivaéni strom formule. To, jak formule vznikla podle bodu 1 a 2,
si mizeme znézornit na derivacnim stromu dané formule. Jedna se o kofenovy
strom, kde kazdy vrchol, ktery neni listem je ohodnocen logickou spojkou a
jedna-li se o binarni spojku, ma vrchol dva nésledniky, jedné-li se o unarni
spojku, mé vrchol pouze jednoho néslednika. Pfitom pro formule tvaru (a A ),
(aV ), (o« = ) odpovid4 levy néslednik formuli «, pravy naslednik formuli §.
Listy stromu jsou ohodnoceny logickymi proménnjmi.

3.1.4 Podformule. Z deriva¢niho stromu formule « jednodusSe pozname
vSechny jeji podformule: Podformule formule « jsou vSechny formule odpovi-
dajici podstromim deriva¢niho stromu formule a.

3.1.5 Hloubka formule. Hloubka formule je definovana jako vyska stromu
této formule. Napiiklad formule

(z=y)= ((-zVy) Ay =)

mé hloubku 4. Hloubka deriva¢niho stromu logické proménné je 0.

3.2 Pravdivostni ohodnoceni

3.2.1 Pravdivostni ohodnoceni je zobrazeni u: P(A) — {0, 1}, které spl-
nuje pravidla

-« je pravdiva prave tehdy, kdyz o je nepravdiva;
a A (B je pravdiva pravé tehdy, kdyz « a [ jsou obé pravdivé;

(1)

(2)

(3) aV 3 je nepravdiva pravé tehdy, kdyZz « a 8 jsou obé nepravdivé;

(4) a = B je nepravdiva pravé tehdy, kdyz « je pravdiva a 3 nepravdiva,
()

a < 3 je pravdiva pravé tehdy, kdyz bud obé formule « a § jsou pravdivé
nebo obé jsou nepravdivé.

3.2.2 Pravdivostni tabulky. Vlastnosti, které pravdivostni ohodnoceni musi
mit, znazoriiujeme téz pomoci tzv. pravdivostnich tabulek logickych spojek. Jsou
to:

a||ﬁa a|ﬁ||a/\ﬁ|a\/ﬁ|a:>ﬂ|a<:)ﬁ
0 1 0|0 0 0 1 1
1H0 01 0 1 1 0
1]0 0 1 0 0
1)1 1 1 1 1
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3.2.3 Véta. Kazdé zobrazeni ug: A — {0, 1} jednozna¢né urcuje pravdivostni
ohodnoceni u : P(A) — {0,1} takové, Ze ug(a) = u(a) pro vSechna a € A.
Ohodnoceni u,v: P(A) — {0,1} jsou totozna prévé tehdy, kdyz pro vSechny
logické proménné z € A plati u(z) = v(z).

3.2.4 Pravdivostni tabulka formule. Vime, Ze pravdivostni hodnoceni
formule zavisi pouze na ohodnoceni téch logickych proménnych, které obsahuje,
a téch je konecné mnoho. Proto pravdivostni hodnotu dané formule dostavame
z pravdivostni tabulky takto:

Pravdivostni tabulka obsahuje sloupec pro kazdou logickou proménnou a
danou formuli. Pomahame si i sloupci pro nékteré podformule dané formule.
Tabulka obsahuje tolik fadk, kolik mame rtiznych moznosti pravdivostnich hod-
not logickych proménnych. Jestlize tedy formule obsahuje pravé n proménnych,
pak jeji tabulka mé 2" radka. V kazdém rfadku pak na zdkladé vlastnosti a
konstrukce formule dostavame jednozna¢né pravdivostni hodnotu (tj. 1 nebo 0)
celé formule.

3.2.5 Piiklad. Zde je pravdivostni tabulka formule ¢ = (v = y) = ((-z V
Vy) Ay = —x)):

y|avyly=-a|(zVvy Aly= ) |

= A
1 1
1 1
0 0
1 0

O~ = =
O~ = S

1
1
0
1

3.2.6 Tautologie, splnitelna formule, kontradikce. Formule se nazjva
tautologie, jestlize je pravdivd ve vSech pravdivostnich ohodnocenich; nazyva
se kontradikce, jestlize je nepravdiva ve vSech pravdivostnich ohodnocenich.
Formule je splnitelnd, jestlize existuje aspon jedno pravdivostni ohodnoceni,
ve kterém je pravdiva.

3.2.7 Piiklady. Formule a = (z = (y A —y)) = —x je tautologie.
Formule = (—x V y) & (y = z) je splnitelnd, ale neni tautologie.
Formule v = =((z = —z) < —x) je kontradikce.

3.2.8 Souvislost s logickymi obvody Kazda vyrokova formule, které ob-
sahuje pouze logické spojky —, A a V se da realizovat jako logicky obvod s hradly
odpovidajicimi témto spojkam, kde na vstupech jsou logické proménné, vstupy
se nevétvi a obvody neobsahuji cykly. Pfidame-li k pouzitelnym prvkim i hradla
realizujici implikaci = a ekvivalenci <, pak kazdé vyrokové formuli odpovida
logicky obvod. Mame-li danou formuli a odpovidajici logicky obvod, pak pravdi-
vostni ohodnoceni této formule je jednoznac¢né dano hodnotami nula nebo jedna
na vstupech a jeho hodnota je pfesné hodnota na vystupu daného logického ob-
vodu. Tautologii odpovida logicky obvod, ktery pii vSech kombinacich vstupt
dava vzdy na vystupu jednicku; kontradikci odpovida takovy logicky obvod,
ktery naopak vzdy na vystupu dava nulu. Splnitelné formuli odpovida logicky
obvod, ktery pro aspon jednu kombinaci vstupt dava na vystupu jednicku.
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3.3 Sémanticky dusledek

V matematické logice nés nejvice zajima otdzka: Jsou dany vyroky (pfedpoklady
naseho odvozovéni), co z téchto vyroki vyplyva (na co z nich miizeme usoudit)?

3.3.1 Splnitelné mnoziny formuli. Rekneme, Ze mnozina formuli S je
pravdivd v ohodnoceni u, jestlize kazda formule z S je pravdiva v u, tj. je-li
u(p) = 1 pro vSechna ¢ € S.

Rekneme, 7e mnozina formuli S je spinitelnd jestlize existuje pravdivostni
ohodnoceni u, ve kterém je S je pravdiva.

3.3.2 Sémanticky dusledek. Rekneme, Ze formule ¢ je sémantickym, téz
konsekventem nebo tautologickym disledkem mnoziny formuli S, jestlize ¢ je
pravdiva v kazdém ohodnoceni u, v némz je pravdiva S.

Fakt, ze formule ¢ je konsekventem mnoziny S, oznaujeme S |= .

3.3.3 Formule ¢ neni sémanticky disledek mnoziny S, jestlize existuje prav-
divostni ohodnoceni u takové, ze mnozina S je pravdivd v u a u(y) = 0.

3.3.4 Priklady. Pro libovolné formule «, § plati:
1) {a= B,a} B
2) {a n B} Ea.

1) M4-1i byt mnozina formuli {a = 8, a} pravdiva v n&jakém ohodnoceni u,
pak v u je pravdivd formule «. Navic, je-li u(a) = 1 a formule o = 3 je pravdiva
v u, musi byt v u pravdiva i formule 5. Odtud plyne, ze {a = 8, a} = 5.

2) Je-li v néjakém pravdivostnim ohodnoceni u pravdiva formule o A 3, pak
jsou v u pravdivé obé formule «, 8. Tedy plati {a A 5} E .

3.3.5 Konvence. Pro jednoduchost piSeme o = § misto {a} E fa E ¢
misto 0 = ¢.

3.3.6 Tvrzeni.

1. Je-li S mnozina formuli a ¢ € S, pak ¢ je konsekventem S, tj. S | ¢ pro
kazdou ¢ € S.

Jestlize v néjakém pravdivostnim ohodnoceni u je pravdiva celd mnozina
S, pak je v ném pravdiva i formule ¢ € S.

2. Tautologie je konsekventem kazdé mnoziny formuli S.

Tautologie je formule, kterd je pravdiva v kazdém pravdivostnim ohod-
noceni. Nemtze se tedy stat, ze bychom méli pravdivostni ohodnoceni u,
v némz by byla pravdiva mnozina S a nebyla pravdiva nase tautologie.

3. Formule ¢ je tautologie pravé tehdy, kdyz = .

Z vlastnosti 2 uz vime, Ze pro tautologii ¢ plati | . Pfedpokladejme, Ze
formule ¢ neni tautologie. Ukazeme, ze v tomto piipadé ¢ neni konsekven-
tem prazdné mnoZiny (): ProtoZe ¢ neni tautologie, existuje ohodnoceni
u takové, Ze u(p) = 0. V. ohodnoceni u jsou vSechny formule z prazdné
mnoziny pravdivé (Zaddné formule totiz v () nejsou) a pfitom u(p) = 0.
Tedy neplati = .
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4. Kazd4 formule je konsekventem mnoziny formuli {«, —a}.

Ozna¢me S = {a, ~a}. Vezméme libovolnou formuli ¢. Kdyby ¢ nebyla
konsekventem mnoziny S, pak by existovalo pravdivostni ohodnoceni u
takové, Ze S je v u pravdiva a ¢ je v u nepravdiva. Ale mnozina S nemuze
byt v zddném pravdivostnim ohodnoceni pravdiva, vzdyt o a —a nemohou
byt pravdivé soucasné! Proto plati S | .
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