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4.3.6 Priklad. Je dan jazyk predikdtové logiky .#, kde Pred = {P,Q},
Func{f,g} a Kons = {a,b,c}; P a f jsou unarni,  a g jsou binarni. Uvazujme
interpretaci (U, [—]) definovanou takto:

e U=N;

e 1. [a] =0, [b) =1,
2. [f] je néslednik, tj. [f](n) =n +1,
[g] je soucet, tj. [9](m,n) = m + n;
3. [P] je mnozina sudych ¢isel,
[Q] je mnozina vSech dvojic pfirozenych &isel (m,n), kde m je mensi
nebo rovno n, (tj. [@] je relace < na mnoziné N).

Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich sentenci
a) P(g(f(a), g(a, £(b))),
b) Q(g(a;b), f (b)),
c) P(b) = (V& P(x)),
d) 3=y Qy, ),
e) Vy 3z Q(y, z).

4.3.7 ResSeni.
a) Nejprve musime ohodnotit term g(f(a), g(a, f(b))): Méme

l9(f(a), g(a, fF(O))] = [f(a)] + [g(a, f(0))] = ([a] + 1) + ([a] + [f(D)]) =
=([a] + 1)+ (Ja] + (] + 1)) =0+ 1)+ (04+(1+1))=1+(1+1)=3.

Formule bude pravdiva, jestlize ¢islo 3 je sudé. Ale ¢islo 3 neni sudé, tedy
celd formule je nepravdivé v interpretaci (U, [-]).

b) Postupujeme obdobné jako v pfedchozim pfipadé: Nejprve interpretujeme
termy: Zfejmé plati [g(a,0)] =0+ 1 =1 a [f(b)] = 1 + 1 = 2. Dvojice
(1,2) je prvkem [Q], nebot ¢islo 1 je mensi nez ¢islo 2 a tedy nase formule
je pravdiva v (U, [-]).

c¢) V tomto piipadé zjistime pravdivost velmi lehce. Formule P(b) je neprav-
divé v interpretaci (U, [—]), protoze [b] = 1 a to neni sudé. Proto implikace
P(b) = 1 je pravdiva pro jakoukoli sentenci, tedy i pro ¢ = Va P(x).

d) Nejprve si nasi formuli pro danou interpretaci ,,pfecteme®. Formule Fiké:
Existuje pfirozené ¢islo x tak, Ze pro vSechna prirozena ¢isla y je y mensi
nebo rovno z. Jinymi slovy: Existuje pfirozené ¢islo z, které je vétsi nebo
rovno vem pfirozenym Cislim. A to zfejmé neni pravda, nebot pro kazdé
prirozené ¢islo m najdeme piirozené cislo vétsi, napt m + 1.

e) Opét si pomtzeme tim, Ze danou formuli v interpretaci ,pfecteme*: Ke
kazdému ptirozenému ¢islu y existuje ptirozené ¢islo x tak, ze y je mensi
nebo rovno x. Tato formule je pravdiva v dané interpretaci: pro ¢islo d € N
(které dosadime za y) staci zvolit ¢islo d+ 1 (to dosadime za z) a opravdu
mame d mensi nebo rovno d+ 1. Tedy nase formule je pravdiva v (U, [-])
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4.3.8 Model sentence. Interpretace (U, [—]), ve které je sentence ¢ prav-
diva, se nazyva model sentence .

4.3.9 Tautologie, kontradikce, splnitelna sentence. Sentence ¢ se na-
zyvéa tautologie, jestlize je pravdivd v kazdé interpretaci. Sentence se nazyva
kontradikce, jestlize je nepravdiva v kazdé interpretaci. Nazyva se splnitelnd,
jestlize je pravdiva v aspon jedné interpretaci.

Také jsme mohli formulovat pfedchozi definice pomoci pojmu ,model.
Tautologie je sentence, pro kterou je kazda interpretace jejim modelem; sentence
je splnitelna, méa-li model; sentence je kontradikce, nema-li model.

4.3.10 Nasledujici sentence jsou tautologie. (P je unarni predikdtovy sym-
bol, @ je binarni predikdtovy symbol a a je konstantni symbol.)

1. (Vx P(z)) = P(a);

2. P(a) = 3z P(z));

3. =(Vz P(z)) & (3z -P(x));

4. =(3z P(z)) & (Yx-P(z));

5. (VaVy Q(z,y)) < (VyVa Q(z,y));
6. 3z Iy Q(z,y)) & (Fy Iz Q(z,y)).

4.3.11 Nasledujici sentence jsou splnitelné formule:

L. Va 3y Q(z,y),

2. VaVy (z +y=y+ ),
kde @@ a = jsou bindrni predikatové symboly, + je bindrni funkéni symbol.
(Opét upozoriiujeme, Ze misto zapisu =(t1,%2) a +(x,y) pouzivime Citelnéjsi
zapis t1 =ty a x + y.)

4.3.12 Zvl1astni priklady kontradikci neuvadime. Kontradikce jsou presné ty
formule, jejichZz negace je tautologie. Tak napt. formule (Va P(x) A =(Va P(x))
je kontradikce. Je dobré si uvédomit, ze jde o ,dosazeni“ formule Va P(z) do
vyrokové kontradikce p A —p.

4.3.13 Splnitelné mnoziny sentenci. MnozZina sentenci M je splnitelnd
pravé tehdy, kdyz existuje interpretace (U, [—]), v niZ jsou vSechny sentence
z M pravdivé. Takové interpretaci pak fikdAme model mnoziny sentenci M.
Mnozina sentenci M je nesplnitelnd, jestlize ke kazdé interpretaci (U, [—])
existuje formule z M, kterd je v (U, [—]) nepravdiv.
7 posledni definice vyplyva, Ze prazdna mnozina sentenci je splnitelnd.
(Porovnejte s vyrokovou logikou.)

4.3.14 Priklad. Rozhodnéme, zda nésledujici mnoziny jsou splnitelné nebo
nesplnitelné.

L M = {Vz (P(x) = Q(z)), P(a), 3z (=Q(z))},
2. N = {Vz (P(x) = Q(x)), P(a), -3z Q())},

kde P a @ jsou unarni predikatové symboly, a je konstantni symbol.
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4.3.15 ReSeni. Ma-li mnozina model, je splnitelné; nemé-li model, je nespl-
nitelnd. Proto se bud budeme snazit najit model dané mnoziny, nebo se budeme
snazit ukazat, ze model neexistuje. Uvédomte si, Zze se jednd o dvé rozdilné
strategie.

Ad. 1. Zkusme nejprve formule dané mnoziny ,,precist”. Dostavame
,Kazdy prvek, ktery ma vlastnost P, ma i vlastnost Q.“,
,Prvek a ma vlastnost P.“,
,Existuje prvek, ktery nemé vlastnost @Q.“.
Mohou byt vSechna tato tvrzeni pravdiva soucasné? Zda se, ze ano. Z prvnich
dvou tvrzeni vyplyva, ze prvek a musi mit vlastnost @), ale mizeme mit jesté
néjaky jiny prvek, ktery vlastnost ) nemé (pak ale nesmi mit ani vlastnost P).
To néas vede k této interpretaci:

U={c,d}, [a] = ¢, [P] ={c}, [Q] = {c}-

(tj. nas ,svét“ U méa dva prvky c,d, z nichz prvek ¢ mé obé vlastnosti [P] a
[Q], prvek d neméa zadnou z téchto vlastnosti; konstanta [a] = c).

Jing model je napt. U = N, [a] = 0, vlastnost P interpretujeme jako byt
délitelny 6“ a vlastnost @ jako byt ,sudy“. Pak opravdu kazdé cislo délitelné 6
je sudé; ¢islo 0 je délitelné 6; a existuje ptirozené ¢islo, které neni sudé (napt.
¢islo 3).

Jesté jiny model by byl napf. tento: U je mnozina vsech studenti elektrofa-
kulty, a je Petr Voprsalek, vlastnost P interpretujeme jako student ,ma zkousku
z fyziky*, vlastnost @) interpretujeme jako student ,ma& zapocet z fyziky*. Pak
vSechny sentence jsou v této interpretaci pravdivé za predpokladu, Ze na fakulté
je aspon jeden student, ktery neméa zapocet z fyziky, a ze Petr Voprsalek je
studentem elektrofakulty a zkousku z fyziky ma.

Tedy mnozina M je splnitelné.

Ad 2. Mnozina N mé prvni dvé sentence stejné jako mnozina M, pouze tieti
sentence je

,Neni pravda, ze existuje prvek, ktery méa vlastnost Q.

Z minulého rozboru vime, Ze prvni dvé sentence zajistuji, Ze prvek a méa vlastnost
Q. Tedy v zaddné interpretaci, v niz jsou pravdivé prvni dvé sentence, nemuze byt
[Q] = 0. Tudiz tfeti sentence nemize byt pravdivd. Ukdzali jsme, Ze mnozina
N je nesplnitelna.

4.4 Tautologicka ekvivalence

4.4.1 Tautologickd ekvivalence sentenci. Rekneme, Ze dvé sentence ¢
a 1 jsou tautologicky ekvivalentni pravé tehdy, kdyz maji stejné modely, tj.
jsou pravdivé ve stejnych interpretacich. Jinymi slovy, maji stejnou pravdivostni
hodnovu ve vSech interpretacich.

Neékdy se tika, Ze sentence jsou sémanticky ekvivalentni misto, ze jsou
tautologicky ekvivalentni.

4.4.2 Poznamka. D4 se jednoduSe dokazat, Zze tautologicka ekvivalence je
relace ekvivalence na mnoziné vSech sentenci daného jazyka .Z a ze ma podobné
vlastnosti jako tautologicka ekvivalence formuli vyrokové logiky.
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4.4.3 Tvrzeni. Necht ¢ a 1) jsou sentence. Pak plati:
v H v pravé tehdy, kdyz ¢ < 9 je tautologie.
4.4.4 Priklad.

L VaVy Q(z,y) H Yy Vr Q(z,y),
2. 3z 3y Q(z,y) H Jy Iz Q(x, y).

4.4.5 Ukazeme jesté nékolik tautologickych ekvivalenci typickych pro predi-
katovou logiku.

Plati nasledujici tautologické ekvivalence (P a @ jsou unérni predikitové
symboly).

L (Ve P(x)) A (Ve Q(x)) H Vo (P(z) A Q(x));
2. (Fz P(z)) v (2 Q(z)) H Fz (P(z) v Q(x));
3. (Ve P(x)) v (Vy Q(y)) H Va vy (P(z) V Q(y));
4. (Fz P(z)) A (Fy Qy)) H F= 3y (P(x) A Q(y))-

4.5 Sémanticky dusledek

Obdobné jako ve vyrokové logice definujeme i v predikatové logice pojem
sémanticky disledek (t6é7 konsekvent, tautologicky disledek); tentokrat viak jen
pro mnoziny sentenci.

4.5.1 Sémanticky dusledek. Rekneme, e sentence ¢ je sémantickym dii-
sledkem, téz konsekventem mnoziny sentenci S pravé tehdy, kdyz kazdy model
mnoziny S je také modelem sentence ¢. Tento fakt znacime

S E .

Mizeme téz Tici, ze sentence ¢ neni konsekventem mnoziny sentenci S,
jestlize existuje model mnoziny .S, ktery neni modelem sentence ¢. To znamena,
7e existuje interpretace (U, [—]), v niZ je pravdiva kazda sentence z mnoziny S
a neni pravdiva formule . Jedné se tedy o obdobny pojem jako ve vyrokové
logice, pouze misto o pravdivostnim ohodnoceni mluvime o interpretaci.

4.5.2 Priklad. Zjistéme, zdaplati N = ¢, kde N = {Va (P(z) = Q(z)), P(a)}
a o =3z Q(x).

Vezméme libovolnou interpretaci (U, [—]), v niZ jsou pravdivé obé sentence
Vz (P(x) = Q(z)) a P(a). Protoze formule P(a) je pravdiva, prvek ¢ = [a] méa
vlastnost [P]. Protoze i formule Va (P(z) = @Q(x)) je pravdiva a prvek ¢ ma
vlastnost [P], musi prvek ¢ mit taky vlastnost [Q], tj. ¢ € [Q]. Proto sentence
Jz Q(z) je pravdiva.

4.5.3 Konvence. Jestlize mnoZina sentenci S je jednoprvkova, tj. S = {4},
pak piSeme ¢ = ¢ misto {¢)} = . Je-li mnoZina S prézdnd, piSeme = ¢ misto
0E .
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4.5.4  Obdobné jako pro vyrokovou logiku, dostavame fadu jednoduchych
prozorovani. Pro mnoziny sentenci M, N a sentenci ¢ plati:

1. Je-lip € M, je M = .
Protoze sentence ¢ lezi v M, musi kazdy model mnoziny M byt i modelem
®.

2. JeliNCMaNE@ jeiMEep.

Piedpoklddejme, ze N | ¢. Kazdy model mnozZiny M je také modelem
mnoziny N a proto je modelem . Ukézali jsme M | .

3. Je-li ¢ tautologie, pak M = ¢ pro kazdou mnozinu sentenci M.

Je-li ¢ tautologie, je pravdiva v kazdé interpretaci, tedy i v téch interpre-
tacich, které jsou modelem mnoziny M.

4. Je-li E ¢, pak @ je tautologie.

Kazda interpretace je modelem prazdné mnoziny sentenci. Proto E ¢
znamena, ze kazda interpretace musi byt modelem . Tedy ¢ je tautologie.

5. Je-li M nesplnitelnd mnozina, pak M = ¢ pro kazdou sentenci .

Kdyby ptredchozi tvrzeni nebylo pravdivé, pak by existovala interpretace,
ktera by byla modelem mnoziny M a sentence ¢ by v ni byla nepravdiva.
Ale mnozina M model nemad; naSe tvrzeni tedy plati.

4.5.5 Tvrzeni. Nechf ¢ a 1) jsou sentence. Pak plati:
v H v pravé tehdy, kdyz ¢ v ay = .
4.5.6 Tvrzeni. Nechf ¢ a 1) jsou sentence. Pak plati:
© E 1 pravé tehdy, kdyz ¢ = 9 je tautologie.
4.5.7 Véta. Pro kazdou mnozinu sentenci S a kazdou sentenci ¢ plati:
S E ¢ pravé tehdy, kdyz SU{—p} je nesplnitelnd mnozina.
Tato véta i obé predchazejici tvrzeni se daji zdivodnit stejnym zptsobem

jako obdobné tvrzeni ve vyrokové logice. Pouze misto pojmu pravdivostni
ohodnoceni pouzivame pojem interpretace.
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