[070819-1044] 7

1.3.18 Véta. Pro zaddnou mnozinu S neexistuje zobrazeni f: S — P(S5), které
je na P(9).

1.3.19 Zduvodnéni. Predpoklidejme, Ze f je zobrazeni mnoziny S do P(S).
Definujme

C={zeS|zd[f(z)}

Uvédomte si, ze f(z) € P(S), tj. f(z) C S.

Tim jsme definovali podmnozinu C' mnoziny S. Ukazeme, ze C neni f-
obrazem zadného prvku y € S [tj. C # f(y) pro zadné y € S]. Tim bude
ukézano, ze zobrazeni f neni na.

Pro kazdy prvek a € S plati bud a € C nebo a &€ C. Jestlize a € C, pak
podle definice mnoziny C plati a € f(a). Tudiz C # f(a). Jestlize a € C, pak
podle definice mnoziny C plati a € f(a). Tudiz i v tomto ptipadé C # f(a).
Tedy mnoZina C neni rovna zadnému obrazu f(a). Ukézali jsme, Ze zobrazeni
f neni na celé P(S).

Protoze f bylo libovolné zobrazeni S do P(S), ukdzali jsme, Ze neexistuje
zobrazeni mnoziny S na P(S).

1.3.20 Poznamka. Ukéazali jsme, Ze pro Zzddnou mnozinu S neexistuje zob-
razeni mnoziny S na mnozinu vSech jejich podmnozin P(S). To intuitivné Fika,
7e S ,mé méné prvki“ nez P(S). Povsimnéte si pfitom podobnosti pfedchozi
uvahy s Russellovym paradoxem. (Cantor ovSem takto uvazoval vice nez 10 let
pfed Russellem!)

Marie Demlova: Matematicka logika 19. biezna 2007, 10:44



Kapitola 2

Relace

2.1 Binarni relace z mnoZiny do mnoziny

2.1.1 Definice. Relace (pfesnéji bindrni relace) z mnoZiny A do mnoZiny B
je libovolnad mnozina uspotadanych dvojic R C A x B. Jestlize A = B, mluvime
o relaci na mnoziné A.

2.1.2 Piiklady.

1.

Byt dédeckem. Jedné se o relaci R na mnoziné A vsech lidi. Dvojice (a, b)
patii do R pravé tehdy, kdyz osoba a je dédeckem osoby b.

. Byt stejné dlouhé. Jedné se o relaci na mnoziné vSech objektt (tady se

musite rozhodnout, které objekty chcete uvaZovat); pro dva objekty a,b
plati (a,b) € R pravé tehdy, kdyZz oba objekty jsou stejné dlouhé.

. Byt podmnozinou. Jedné o relaci R na mnoziné vSech podmnozin mnoziny

U. Pro dvé mnoziny X,Y, X CU,Y C U plati: (X,Y) je v relaci R pravé
tehdy, kdyz mnozina X je podmnozinou mnoZiny Y .

. Byt vétsi nebo rovno. Jedna se napf. o relaci R na mnoziné vSech priro-

zenych ¢isel N, kde (m,n) € R pravé tehdy, kdyz m < n.

. Byt studentem studijni skupiny. Jedna se o relaci R z mnoZiny A vSech

student@i prvého ro¢niku (napf. FEL) do mnoziny B vSech studijnich
skupin. Dvojice (a, K), kde a € A a K je studijni skupina, patii do relace
R pravé tehdy, kdyz je student a zapsédn do skupiny K.

. Funkce sinus. Jedna o relaci R na mnoziné realnych ¢isel R definovanou:

(z,y) € R pravé tehdy, kdyz y = sinz.

2.1.3 Konvence. Zapis (a,b) € R je ¢asto neptilis $tastny; nikoho by nena-
padlo psat (X,Y) € C, ¢& dokonce (2,3) € <. Proto v dalsim budeme misto
zapisu (a,b) € R psat a R b.
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2.1.4  Kazdé zobrazeni f : A — B je relace (nebo piesnéji definuje relaci); a
to relace f z A do B definovand x f y pravé tehdy, kdyz y = f(z). Ne kazdd
relace z A do B je zobrazenim mnoziny A do mnoziny B; k tomu, aby relace R
byla zobrazenim je t¥eba (a staci), aby pro kazdé a € A existovalo pravé jedno
b € B takové, ze a R b.

Pro relace prejimame také terminy, které jsou bézné, kdyz mluvime o zob-
razeni. Definicnim oborem relace R je mnozina vSech a € A, pro néz existuje
b € B takové, ze a R b; oborem hodnot relace R je mnozina vSech b € B, pro
néz existuje a € A takové, ze a R b.

2.1.5 Poznamka. Jestlize obé mnoziny A a B jsou konec¢né, pak relaci RC
C A x B muzeme representovat matici takto:
Ozna¢me A = {a1,as,...,a,} a B ={by,bs,...,b;}. Polozme
o j=1,.k
Mp = (mg(i, 5)=0
kde mpg(i,j) =1 pro (a;,b;) € R a mg(i,j) = 0 pro (a;,b;) € R.
Uvédomte si, ze se vlastné jedna o charakteristickou funkci relace R jakozto
podmnoziny mnoziny vSech uspofadanych dvojic A x B.

2.2 Operace s relacemi

2.2.1 Podrelace. Rekneme, Ze relace R je podrelaci relace S, jestlize R C S;
tj. je-li @ R b, pak také plati a S b.

p413

Napft. ,,byti mensi nez“ je podrelaci relace ,,byti mensi nebo rovno*.

2.2.2 Mnozinové operace s relacemi. Méjme dvé relace R a S z mnoziny
A do mnoziny B. Pak prinikem relaci R a S je relace R N S sjednocenim téchto
relaci je relace R U S; dopliikem relace R je relace R = (A x B) \ R.

Napf. oznac¢ime-li T relaci rovnosti na mnoziné redlnych c¢isel R a S relaci
byti ostie mensi také na mnoZiné R, pak TN S =0 aT U S je relace byti mensi
nebo roven. Dopliikem relace T je nerovnost, tj. relace T = {(a,b) | a,b € R,a #

£ b}.

2.2.3 Inversni relace. Mé&jme relaci R z mnoziny A do mnoziny B. Pak
inversni relaci k relaci R je relace R~! z mnoziny B do mnoziny A definovani
takto:

x R™'y pravé tehdy, kdyz vy R z.

2.2.4 Poznamka. Uvédomte si, Ze inversni relace k relaci z piikladu 6 na
strané 8 existuje: Je to relace R™!, kde z € R, y € R a plati  R~! y pravé
tehdy, kdyz y R z, tj. pravé tehdy, kdyz = = siny. Pfesto z matematiky vite,
Ze inversni funkce k funkci y = sinz existuje pouze tehdy, kdyZ se omezime
na funkci f(z) = sinz definovanou na intervalu (—m/2,7/2). Je to proto, ze
inversni relace sice existuje, ale neni jiz zobrazenim; neni totiz pravda, ze pro
kazdé —1 < x < 1 existuje pravé jedno y € R tak, ze x = siny.
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2.2.5 Poznamka. Jsou-li mnoziny A, B konecné a representujeme-li relaci
R matici Mg, pak matice inversni relace R~! je matice transponovan4 k matici
Mpg. Tj.

mel(j,i) = mR(i,j), 1= 1,...7n, j = 1,...,]{7.

2.2.6 Skladani relaci. Mé&jme relaci R z mnoziny A do mnoziny B a S relaci
z mnoziny B do mnoziny C. Pak sloZend relace R o S je relace z mnoziny A do
mnoziny C' definovana predpisem:

a RoS ¢ pravé tehdy, kdyz existuje b € B takové, zZe a Rb a bSc.

2.2.7 Poznamka. Je-li Mg matice relace R a Mg matice relace S, pak
matice relace R o S je rovna soucinu

Mpos = Mg - Mg,
s tim, Ze ,pocitame“ 1+ 1 = 1.

2.2.8 Tvrzeni. Skladani relaci je asociativni. Pfesnéji, je-li R relace z mno-
ziny A do mnoziny B, relace S z mnoziny B do mnoziny C' a relace T z mnoziny
C do mnoziny D, pak plati

Ro(SoT)=(RoS)oT.

2.2.9 Poznamka. Skladani relaci nmeni komutativni, tj. neplati RoS =
= S o R. To je vidét z nasledujiciho prikladu:

Uvazujme mnozinu A vech lidi v Ceské republice a dvé relace R, S defino-
vané na A:

a Rb pravé tehdy, kdyz a je sourozenec b a a # b
c S d pravé tehdy, kdyz c je ditétem d.

Ukazme, ze Ro S # S o R.

Abychom ukéazali, Ze RoS # S o R, staci najit dva lidi x, y tak, ze plati
x RoS y a neplati x So R y. Uvazujme dvojici synovec a a stryc b. Plati
a SoR b, protoZe jeden z rodi¢i a je sourozencem stryce b. Neplati ale, ze
a Ro S b protoze to by znamenalo, Ze néktery ze sourozenct a by byl rodicem
stryce b.
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