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2.3 Relace na mnoziné

Relace R C A x A se nazyva relace na mnoziné A.

2.3.1 Vlastnosti relaci na mnoziné Rekneme, Ze relace R na mnoziné A
je

1. reflexivni, jestlize pro vSechna a € A plati a R a;
2. symetrickd, jestlize pro vSechna a,b € A plati: je-li a R b, pak také b R a;

3. antisymetrickd, jestlize pro vSechna a,b € A plati: je-lia Rb a b R a, pak
nutné a = b;

4. tranzitivni, jestlize pro vSechna a,b,c € A plati: je-lia Rbab R ¢, pak
nutné a R c.

2.3.2  UvaZujme relaci nerovnosti R na mnoziné pfirozenych ¢&isel N (tj.
n R m pravé tehdy, kdyz n a m jsou riznd pfirozend disla). Tato relace neni
reflexivni, protoze pro zddné n € N neplati n # n. Zato je symetricka: Je-li
n # m, pak také m # n. Relace R neni antisymetricka, protoZze napt. 2 # 3,
3 #2a2a3jsouriznd ¢isla (tj. 2 R 3 a3 R 2 a pfesto 2 # 3). Tato relace také
neni tranzitivni, protoZze napt. 2 #3 a3 #2 apfesto2=2 (tj. 2R3a3 R2a
pfesto neni 2 R 2).

Relace mensi nebo rovno < na mnoziné R je reflexivni, nebof a < a pro
vSechna realnd a. Je i antisymetrickd, nebof jakmile pro dvé realna éisla a,b
plati a < b a b < a, pak a = b. Je také tranzitivni, nebot je-lia < b a b < ¢, pak
ia<ec.

2.3.3 Relace ekvivalence. Relace R na mnoziné A se nazyva ekvivalence,
jestlize je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

2.3.4 Piiklad. Relace R na mnoziné vSech celych ¢isel Z definované piedpi-
sem:
m Rn pravé tehdy, kdyz m —n je sudé, (m,n € Z),

je ekvivalence.

Relace R je reflexivni, protoze pro kazdé m € Z je m —m = 0 a nula je sudé
¢islo. Tedy m R m.

Relace R je symetricka protoze, je-li m R n, tj. m —n = 2k pro né&jaké k, je
in—msudé (n —m = —2k) a proto n R m.

Navic R je tranzitivni: Mame-li tii ¢isla m,n,p € Z takova, ze m R n a
n Rp, tj. m —n =2k an —p=2] pro néjakd k a l, potom m —p = (m —n) +
+ (n—p) =2k+ 2l =2(k +1). Odtud plyne m R p.

2.3.5 Piiklad. Na mnoziné A = {(p,q) | ¢ # 0, p,q € Z} je relace S
definovana predpisem:

(p,q) S (m,n) pravé tehdy, kdyz pn = gm.

Ukazme, ze S je ekvivalence.
S je reflexivni: Pro vSechny (p, ¢) € A mame (p,q) S (p, q), protoze pg = qp.
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S je symetricka: je-li (p,q) S (m,n), pak pn = gm a tedy i mq = np. To
znamend, ze (m,n) S (p,q).

S je tranzitivni: Pfedpokladejme (p, q) S (m,n) a (m,n) S (r,s), tj. pn = gm
a ms = nr. K tomu, abychom ukézali, Ze S je tranzitivni relace, potfebujeme
ovétit, ze (p,q) S (r, 8), tj., Ze ps = gr. Protoze pn = gm a n je nenulové, mame
p= L% Odtud ps = L% s = Lms = Inr = qr. (Uzli jsme rovnost ms = nr.)
Tedy S je tranzitivni relace.

2.3.6 Tridy ekvivalence. Je ddna relace ekvivalence R na mnoziné A.
Tridou ekvivalence R odpovidajici prvku a € A nazgvdme mnozinu Rla] =
={be A|aRDb}.

Mnozinu vSech t¥id dané ekvivalence, tj. mnozinu {R[a] | a € A} éasto
nazyvame faktorovou mnoZinou podle ekvivalence R a zna¢ime A/R.

2.3.7 Piiklady. Uvazujme relaci ekvivalence R z prikladu 2.3.4. Tato relace
mé dvé tiidy ekvivalence, a to Rla] = {b € A | a R b}. mnozinu vSech sudjch
Cisel a mnozinu vsech lichych ¢isel.

Hledejme tiidy ekvivalence S z ptikladu 2.3.5 ke dvojicim (p,q) € A. Napf.
s dvojici (1,2) jsou v relaci vSechny dvojice (s,t) pronéz 1 -t =s-2, tj. t = 2s.
Kdybychom si dvojice pfedstavili jako zlomky, byly by to vSechny zlomky, které

po zkréceni davaji racionaln ¢islo 1. Plati, Ze (s,t) S (p,q) pravé tehdy, kdyz

. p ~7 . ’ s . . 7 . ’ z v/ o
= P Tedy tfidy ekvivalence odpovidaji jednotlivym racionalnim ¢isléim.
2.3.8 Tvrzeni. Necht R je ekvivalence na mnoziné A. Mnozina tfid ekviva-

lence {R[a] | a € A} mé tyto vlastnosti:
1. Kazdy prvek a € A lezi v R[a] a plati rovnost | J{R[a] | a € A} = A.
2. T¥idy ekvivalence R[a] jsou po dvou disjunktni, tj. jestlize R[a] N R[b] # 0,
pak R[a] = RIb].

2.3.9 Rozklad mnoziny. Méjme neprazdnou mnozinu A. Mnozina S ne-
prazdnych podmnozin mnoziny A se nazyva rozklad mnozZiny A, jestlize jsou
splnény nasledujici podminky:

1. Kazdy prvek a € A lezi v nékteré podmnoziné z S, tj. S = A.

2. Prvky mnoZiny S jsou po dvou disjunktni; tj. jestlize X NY # 0, pak
X =Y pro vSechna X,Y € S.

2.3.10 Tvrzeni. Nechf S je rozklad mnoziny A. Pak relace Rs definované:
a Rs b praveé tehdy, kdyz a,b € X pro néjaké X € §

je ekvivalence na mnoziné A.

2.3.11 Poznamka. Je dobré si uvédomit, ze vyjdeme-li od ekvivalence R,
utvorime k ni rozklad na jeji t¥idy ekvivalence, nacez k tomuto rozkladu utvo-
fime (podle pfedchoziho tvrzeni) opét ekvivalenci, pak dostaneme pivodni ekvi-
valenci R. Podobné, kdybychom vysli od rozkladu, utvorili k nému ekvivalenci
a k této ekvivalenci rozklad na jeji tfidy, dostali bychom ptvodni rozklad. Je
proto jedno, zda se na ekvivalenci divdme jako na vztah (tj. relaci) nebo s ni
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pracujeme jako s rozkladem na mnoziny téch prvki, které jsou pro nas ,stejné®.
Jedna se tedy o dva riazné pohledy na tutéz matematickou realitu.

2.3.12 Usporadani. Relaci R na mnoZiné A nazveme uspordddni (¢dstecné
usporddant), jestlize je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.

2.3.13 Priiklady usporfadani.

1. Znamé usporadani redlnych ¢isel je usporadani ve smyslu predchozi defi-
nice, nebot pro vSechna redlna ¢isla a, b, ¢ € R plati: a < a; jestlize a < b
a také b < a, pak nutné a = b; jestlize a < b a b < ¢, pak také a < c.

2. Oznacme A mnoZinu vSech podmnozin mnoziny U. Pak relace C , byt
podmnozinou“ je relace usporadani na A. Ovéfeni reflexivity, antisymetrie
a tranzitivity pfenechame ¢tenafi.

3. Polozme A = N, kde N je mnozina pfirozenych ¢isel. Pak relace délitelnosti
definovand m | n pravé tehdy, kdyz m je délitel éisla n (tj. kdyZn =%k -m
pro né&jaké k € N) je relace uspofadani. Ano, pro kazda t¥i pfirozena ¢isla
m,n, k plati m | m; jestlize m |n a n|m, pak m = n; jestlize m|n a n |k,
pak také m | k.

2.3.14 Nejveétsi a maximalni prvek. Méme mnoZinu A a na ni relaci
uspofadani <. Rekneme, Ze prvek a mnoziny A je nejuétsi prvek mnoziny A,
jestlize pro viechny prvky = € A plati < a. Rekneme, Ze prvek b mnoziny A
je mazximdlni prvek mnoziny A, jestlize neexistuje prvek y € A, y # b, takovy,
ze b =X y.

2.3.15 Tvrzeni. Mé&me mnoZinu A a na ni uspofddéni <. MnoZina A méa
nejvyse jeden nejvétsi prvek; navic, je-li a nejvétsi prvek mnoziny A, pak je
jedingm maximalnim prvkem mnoziny A. Nemé-li mnozina A nejvétsi prvek,
miize mit nékolik maximalnich prvki, anebo zadny.

2.3.16 Nejmensi a minimalni prvek. Mé&me mnozinu A a na ni relaci
uspotadani <. Rekneme, Ze prvek a mnoziny A je nejmensi prvek mnoziny A,
jestlize pro vSechny prvky = € A plati a < 2. Rekneme, Ze prvek b mnoziny A
je minimdlni prvek mnozZiny A jestlize neexistuje prvek y € A, y # b, takovy, ze
y =0

2.3.17 Tvrzeni. Mé&me mnozinu A a na ni usporddani <. MnoZina A m4
nejvyse jeden nejmensi prvek. Pokud nejmensi prvek existuje, je jedinym mi-
nimélnim prvkem. Nemé&-li mnozina A nejmensi prvek, mtze mit nékolik mini-
malnich prvki, anebo zadny.

2.3.18 Nesrovnatelné prvky. Méjme mnozinu A a na ni usporadani <.
Rekneme, Ze prvky a,b € A jsou nesrovnatelné, jestlize neplati ani a < b, ani
b<a.

2.3.19 Poznamka. M4-li usporadéni nékolik maximéalnich prvki, pak jsou
tyto prvky nesrovnatelné. Totéz plati o miniméalnich prvcich.
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