Kapitola 1
Mnoziny

1.1 Zakladni mnozZinové pojmy

Pojem mnoziny nedefinujeme, pouze pfipominame, Ze mnozina je ,souhrn, nebo
soubor® navzajem rozlisitelnjch objektt, kterym fikdme prvky.

1.1.1 Princip rovnosti. Dvé mnoziny S a T jsou si rovny (piSeme S =T)
pravé tehdy, kdyz kazdy prvek mnoziny S je prvkem mnoziny 7" a naopak kazdy
prvek T je také prvkem S.

1.1.2 Zadani mnoZiny. Mnozinu miZeme zadat bud vycétem, tj. vypiSeme
vSechny jeji prvky, nebo naznacime, které prvky obsahuje. Prikladem je napft.
mnozina sudych ptirozenych ¢éisel S = {0,2,4,6,8,...}. MnoZinu zadévame
vlastnosti, kterd charakterizuje jeji prvky. Je-li p(z) vlastnost, kterou prvek mé
nebo nem4, pak mnozinu C vSech prvki z s vlastnosti p(x) a Zadnych jinych

zapisujeme
C={z| p(x)}.
Mnozina vSech sudych pfirozenych ¢isel je mnozina
{m | m = 2k, k je pFirozené ¢islo}.
Mnozina vSech lichych pfirozenych ¢isel je mnozina
{m | m = 2k + 1, k je pfirozené ¢islo}.
1.1.3 Podmnoziny. Méjme dvé mnoziny S a T'. Jestlize kazdy prvek mno-
ziny S je také prvkem mnoziny T, fikame, ze S je podmnoZina T a piSeme
SCT.

Jestlize plati S C T a S a T jsou rizné mnoziny, fikdme téz, ze S je vlastni
podmmnozina mnoziny 1.

1.1.4 Tvrzeni. S =T praveé tehdy, kdyz S C T a soucasné T' C S.
1.1.5 Prazdna mnozZina. Prdzdnd mnoZina je mnoZina, kterd nemé zadny

prvek; znacime ji ().
() C A pro kazdou mnoZinu A.
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2 [070305-1005] Kapitola 1. Mnoziny

1.1.6 Operace s mnozinami. Méjme dvé mnoziny A a B. Jejich sjednoce-
nim je mnozina
AUB ={z |z € Aneboz € B};

prunikem téchto dvou mnozin je mnozina
ANB={z|ze€ Aax € B}.

Rozdilem mnozin A a B (v tomto pofadi) je mnozina
A\B={x|x€ Aax ¢ B}.

Je-li A C U, potom dopliikem mnoZiny A v mnoZiné U je mnozina U \ A.

1.1.7 Disjunktni mnoziny. Je-li ANB = (), fikdme, %e mnoZiny A a B jsou
disjunktni.

1.1.8 Kartézsky souéin. Kartézsky soucin mnozin A, B (znac¢ime A x B)
je definovan
Ax B={(a,b) |ac Abe B}.

Jestlize se jedna o kartézsky soucin stejnych mnozin, mluvime o kartézskijch
mocnindch mnoziny A a piseme A? misto A x A, A% misto A x (4 x A), atd.

1.1.9 Potenéni mnoZzina. Potencni mnoZina P(A) mnoziny A je rovna
mnoziné vSech podmnozin mnoziny A; formélné

P(A)={B|BC A).

Poten¢ni mnozina je vzdy neprazdna; obsahuje totiz prazdnou mnozinu.

1.1.10 Charakteristicka funkce podmnoziny. Charakteristickd funkce x A
podmoziny A C U je zobrazeni x 4: U — {0,1} definované

() = 1, z€A
XA =0, zeU\ A

1.2 Russellv paradox

Russellav paradox. Uvazujme vlastnost ,nebyti prvkem sebe sama“. Tuto
vlastnost mé fada mnozin: Napf. mnozina A = {2} neni prvkem sebe sama,
protoZe mnozina A mé jediny prvek a to 2. Jisté byste nasli fadu jinych mnozin,
které nejsou prvkem sebe sama. Utvofme tedy tuto mnozinu:

R={x|x &z}
Podle principu abstrakce se jedna o dobfe utvofenou mnozinu (nebyti prvkem

sebe sama jako mnoziny je vlastnost ). Nyni se mizeme ptat, zda mnoZina R
je prvkem sebe sama nebo ne. Jsou pouze dvé moznosti:

e R € R; ale v tomto pripadé R musi splnovat vlastnost K, a tedy R ¢ R.
Tedy ma soucasné platit R € R a R ¢ R a to nastat nemuze.

e R ¢ R; v tomto pfipadé R nespliiuje vlastnost K, a tedy neni pravda, Ze
R ¢ R, tj. R € R. Opét mé soucasné platit R € R a R ¢ R, takze ani tato
situace nastat nemiize.

Chyba spociva v tom, ze jsme predpokladali, ze R je mnozina.
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1.2.1 Princip vydéleni. Méjme vlastnost K, kterou kazdy prvek méa nebo
nemé. Pak pro kazdou mnozinu U existuje mnozina skladajici se pravé ze vsech
prvk mnoziny U spliiujicich vlastnost K. Tuto mnozinu zapisujeme {z | x €
€ U,z mé vlastnost K}, nebo kratéeji {x € U | K}.

1.2.2 Uvédomte si, Ze existence mnoziny vytvofené podle tohoto principu
R={z|xzeUzx¢x}

jiz nevede ke sporu. Na otazku, zda R je prvkem sebe sama muzeme dat tuto
odpoveéd:

e R ¢ R; to znamena, ze neni pravda tvrzeni R € U a soucCasné R ¢ R.
Tedy bud neni pravda R € U nebo neni pravda R ¢ R. Protoze R ¢ R,
dostavame, 7ze R ¢ U. Tato situace nastat muze.

1.3 Mohutnost mnozin

1.3.1 Vzajemné jednoznac¢né zobrazeni. Zobrazeni f mnoziny A do
mnoziny B je vzdjemné jednoznacné pravé tehdy, kdyz je prosté a na.

Prosté zobrazeni je takové, které dvéma riznym prvkim z, y mnoZiny A
pfifazuje rtizné prvky f(z), f(y) mnoziny B.

Zobrazeni je ma B, jestlize pro kazdy prvek y € B existuje prvek x € A
takovy, ze f(z) =y.

1.3.2 Mohutnost mnozin. Rekneme, 7e dvé mnoziny A, B maji stejnou
mohutnost, jestlize existuje vzajemné jednozna¢né zobrazeni mnoziny A na
mnozinu B. Tento fakt zna¢ime |A| = |B|.

1.3.3 Poznamka. Poznamenejme, Ze existuje-li vzajemné jednoznacné zob-
razeni f mnoZiny A na mnozinu B, pak také existuje vzajemné jednoznacéné
zobrazeni mnoziny B na mnozinu A — inversni zobrazeni k zobrazeni f.

1.3.4 Priklad. Mnozina vSech sudych ¢isel S = {0,2,4,...} = {2n|n € N}
a mnoZzina v8ech lichych ¢isel L = {1,3,5,...} = {2n+ 1| n € N} maji stejnou
mohutnost.

Definujme zobrazeni f: S — L predpisem:

f(2n) =2n+1 pro vSechna n € N.

Toto zobrazeni je prosté, protoze z rovnosti f(2n) = f(2m) pro dvé pfirozend
¢isla n,m vyplyva 2n+1 = 2m+1 a tedy n = m. Z popisu mnoziny L vyplyva,
ze zobrazeni f je také na: Ano, kazdé liché pfirozené ¢islo je tvaru 2m + 1 a je
tedy obrazem sudého ¢isla 2m.

1.3.5 Spocetné a nespocetné mnoZiny. Rekneme, Ze mnoZina A je spo-
cetnd, mé-li stejnou mohutnost jako mnozina vSech pfirozenych cisel N. Jestlize
mnozina A je nekonecnd a neni spocetna, fekneme, Ze je nespocetnd.

Pro mnozinu, kterd je bud spocetna nebo konecné, se ¢asto pouziva termin
nejuyse spocetnd mnozina.
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1.3.6 Tvrzeni. Mnozina A je spodetné pravé tehdy, kdyz ji lze usporddat do
prosté nekoneéné posloupnosti (tj. neopakuji se v ni prvky).

1.3.7 Priklad. Mnozina vSech celych ¢isel je spocetné.
Mnozinu celych ¢isel usporadame do nekonecné prosté posloupnosti takto:

0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,...,n,—n,...

Piesnéji ¢islo 0 je na 0-tém misté (tj. je to prvek ag), ¢islo 1 je na prvnim misté
(prvek aq), ¢islo —1 je na druhém misté (prvek as), ¢islo 2 je na misté 2-2—1 =13
(prvek ag), ¢islo —2 je na misté 2 -2 = 4 (prvek ay4), atd. Obecné: celé kladné
¢islo n je na misté 2n — 1 (prvek az,—1) a ¢islo —n je na misté 2n (prvek agy,).

Takto jsme usporadali mnozinu Z do prosté nekonecné posloupnosti, a tedy
je spocetna.

1.3.8 Tvrzeni. Nekoneénd podmnozina spocetné mnoziny je opét spocetna
mnozina.
Tedy napf. mnozina vSech kladnych prirozenych c¢isel je spocetna.

1.3.9 Tvrzeni. Sjednoceni dvou nejvyse spocetnych mnozin je nejvyse spo-
¢etnd mnozina. Sjednoceni dvou mnozin z nichz jedna je spocetnd a druhé je
nejvyse spocetna je spocetnd mnozina.

1.3.10 Tvrzeni. Kartézsky soucin dvou nejvyse spocetnych mnozin je nej-
vysSe spocetnd mnozina.

1.3.11 Ukéazeme, ze mnozinu C' = A X B, kde A a B jsou spocetné mnoziny
(A = {ag,a1,az,...} a B = {bg,b1,ba,...}), lze uspofadat do prosté posloup-
nosti podle nasledujiciho schematu:
(a0, bo) (ao,b1) (ao, ba2)
/ /
(a/lab()) (alabl) (a17b2)
/ /
(a2, bo) (az,b1) (az,b2)
v /

Na schematu je naznaceno, jak mnozinu C usporadat. Mame

C = {(a(), b()), (Cl()7 bl), (al, b())7 (a()7 bg), (al, bl), (ag, b()), (a(), b3), . }

Pfesny popis je tento: dvojice (a;,b;) bude v posloupnosti na misté k = i +
4 (i) (itj+1)
5 .

1.3.12 Priklad. Mnozina Q vSech racionalnich ¢isel je spocetna.

Kazdé racionalni ¢islo lze reprezentovat jako zlomek %, kde ¢ je nenulové
prirozené cislo a p je celé ¢islo. Tedy zlomky muzeme chapat jako usporadané
dvojice (p, q), kde p je ¢itatel a ¢ jmenovatel racionalniho éisla 2. Navic mnozina
celych cisel je spocetnd, stejné jako mnozina vSech nenulovych prirozenych ¢isel.
Proto mnozina M vsech dvojic (p, q) je spocetna. Mnozina raciondlnich éisel Q
je nyni nekonecnd podmnozina mnoziny M kterd obsahuje pouze ty dvojice
(p, q), kde p a g jsou nesoudélné. Proto je mnozina Q spocetna.
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1.3.13 Tvrzeni. Sjednoceni spodetné mnoha nejvyse spocetnych mnozin je
nejvyse spocetna mnozina.

Jinak feceno: Jsou-li Ag, Aq,... Ay, ... nejvyse spocetné mnoziny, pak jejich
sjednoceni Ag U A; U... = J;cy Ai je nejvyse spocetnd mnozina.

Pro zddvodnéni je mozné pouzit stejného schematu jako pro kartézsky
soudin.

1.3.14 Priiklad. Mé&jme neprazdnou mnozinu A, kterd je nejvySe spocetna.
Mnozina A* vSech kone¢nych posloupnosti prvka z A, je spocetna.

Mnozinu vSech koneénych posloupnosti rozdélime do mnozin A;, i € N, tak,
ze mnozina A; obsahuje pfesné vSechny konec¢né posloupnosti délky i. Pak plati:

A= A

€N

Pfitom kazda z mnoZin A; je nejvyse spocetna. Je tedy A* spocetné sjednoceni
neprazdnych nejvyse spocetnych mnozin A; spliiujicich

A;,NA; =0 prortznd i,j€N.
Proto je A* spocetnd mnozZina.

1.3.15 Veéta. Mnozina vSech podmnozin mnoziny pfirozenych ¢isel N neni
spocetna.

1.3.16 Cantorova diagonalni metoda. KaZdou podmnoZinu mnozZiny pfi-
rozenych ¢isel N si miZzeme predstavit jako jeji charakteristickou funkci, tj. jako
nekonec¢nou posloupnost nul a jednicek. Cantorova diagonalni metoda ukazuje
(sporem), Ze mnozina vSech nekone¢nych posloupnosti nul a jedniéek je nespo-
Cetna.

Predpokladejme, ze mnoZina vSech nekonecnych posloupnosti nul a jednicek
je spocetnd, tudiz ji mizeme usporadat do prosté nekonecné posloupnosti. Zna-
zornéme si to schematicky — v prvnim fadku méame posloupnost sg, v druhém
rfadku posloupnost si, ve tfetim fadku posloupnost so, atd.

So = 80(0), 80(1), 80(2), 80(3), 80(4), 80(5),
s1 = 81(0), | 81(1), | 81(2), 81(3), 81(4), 81(5),
Sy = 82(0), 82(1), | 82(2), | 82(3), 82(4), 82(5),
S3 = 83(0), 83(1), 53(2), | 83(3), | 83(4), 53(5),
S4 = 84(0), 84(1), 54(2), 84(3), | 84(4)7 | 54(5),
S5 = 55(0)7 55(1)5 55(2)5 55(3)7 55(4)7 55(5)a

Vytvoiime novou posloupnost nul a jednicek a ukadzeme o ni, Ze nebyla
vypséna. Je to posloupnost 5 definovana takto: Bylo-li v prvnim ramecku
schematu ¢islo 1, zac¢ina 5 ¢islem 0; bylo-li v prvnim ramecku ¢islo 0, zacind
posloupnost ¢islem 1. Jinymi slovy, posloupnost § ma na nultém misté to druhé
z Cisel 0 a 1, nez které ma posloupnost sy. Dale postupujeme obdobné: Jestlize
v druhém rdmecku m4 posloupnost s; ¢islo 0, polozime 3(1) rovno 1; je-li s1(1) =
= 1, polozime 5(1) = 0. Hodnota 5(2) bude ¢islo 1 — s5(2), atd.
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Formalné zapis vypada takto: 5 = {5(0),5(1),3(2),...,35(n),...}, kde 3(n) =
=1— s,(n) pro vSechna n € N.

Posloupnost 5 mezi posloupnostmi sg, 51,82, ..., Sp,... neni, nebot od po-
sloupnosti sg se lisi na nultém misté, od posloupnosti s; se lisi na prvnim misté,
od posloupnosti sy se lisi na druhém misté, ...od n-té posloupnosti s, se lisi
na n-tém misté. Dospéli jsme ke sporu s pfedpokladem, zZe jsme na zacatku vy-
psali vSechny posloupnosti. Tedy mnozina vsech nekoneénych posloupnosti nul
a jednicek neni spocetna.

1.3.17 Poznamka. Obdobné jako jsme ukazali, Ze mnozina vSech podmno-
Zin mnoziny piirozenych c¢isel je nespocetna, je mozné ukazat, ze mnozina vsech
redlngch ¢isel v otevieném intervalu (0, 1) je také nespocletna.
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