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5.3 Rezolventy klausuli

5.3.1 Pripomnenme, zZe:
e Literal je atomicka formule nebo negace atomické formule.

e Klasule je sentence takova, ze vSechny kvantifikdtory jsou obecné a stoji
na zac¢atku formule a za nimi pak nasleduje literal nebo disjunkce literalu.

e Prizdna klausule je klausule, kterd neobsahuje zadny literdl a je tedy
kontradikce.

e Dva literdly jsou komplementérni, jestlize jeden je negaci druhého.

Pr1i zapisu klausuli budeme vynechavat kvantifikatory; to muzeme proto, ze vime
ze vSechny kvantifikatory jsou obecné a na jejich poradi nezalezi.

Ve vyrokové logice jsme rezolventy vytvareli tak, ze jsme si vzdy vzali dvé
klausule, které obsahovaly dvojici komplementéarnich literal a vysledna rezol-
venta byla disjunkci vSech ostatnich literalt z obou klausuli. Situace v predika-
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si ukédzeme na prikladech.

5.3.2 Piiklad. Pokusme se najit rezolventu klausuli K31 = P(z)V-Q(z,y) a
K> = Q(z,y)V R(y), kde P a R jsou unérni predikatové symboly a @ je binarni
predikatovy symbol, x,y jsou proménné.

5.3.3 ResSeni. Rezolventu najdeme snadno: Klausule K; a K, obsahuji dvo-
jici komplementarnich literdld, totiz —Q(z,y) je literdl K1 a Q(x,y) je literal
K. Rezolventou klausuli K7 a Ko je tedy klausule K = P(z) V R(y), pfesnéji
K =VzVy (P(x) V R(y)).

5.3.4 Poznamka. Ukazeme, Ze klausule K je sémantickym dusledkem klausuli
K, a K. Tim soucasné ukazeme, ze mnozina S = {K7, Ko} je splnitelnd pravé
tehdy, kdyZ je splnitelnd mnozina M = {K;, K2, K}. (V tomto pfipadé plati
dokonce, ze mnoziny S a M maji stejné modely.)

Ukazme, ze kazdy model klausuli K; a K> je také modelem klausule K.
Vsechny tii klausule pfepisme do tvaru sentenci: K1 = Va Vy (P(x) vV -Q(x,y)),
Ky =VaVy (Q(z,y) V R(y)) a K =Vavy(P(z) V R(y)).

Uvazujme libovolnou interpretaci (U, [—]), v niZ jsou obé klausule K; a Ko
pravdivé. Vybereme libovolné prvky d,d’ € U. Pak formule Q(z,y) po dosazeni
prvku d za proménnou x a prvku d’ za proménnou y je bud 1) pravdivd nebo
2) nepravdiva v interpretaci (U, [—]).

Ad 1) Protoze formule —=Q(x,y) je nepravdivd pro z := d a y := d’, musi
byt (z dtivodi pravdivosti klausule K;) pro z := d pravdiva formule P(z). Tedy
formule P(d) je pravdiva.

Ad 2) Protoze formule Q(z,y) je nepravdiva pro x :=d a y := d’, musi byt
(z dwvodt pravdivosti klausule Ks) pro y := d’ pravdiva formule R(y). Tedy
formule R(d’) je pravdiva.

Ukézali jsme, Ze pro kazdé d, d’ € U plati: Dosadime-li prvek d za proménnou
x a prvek d’ za proménnou y, dostdvame pravdivou formuli P(d) V R(d’). To
znamend, ze klausule K je pravdiva v (U, [-]).

Ukézali jsme, ze {K1, K2} = K.
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V dalsich prikladech jiz nebudeme podrobné ukazovat, ze rezolventa dvou
klausuli je konsekventem klausuli, z nichz vznikla. Uvahy jsou vizdy obdobné.

5.3.5 Piiklad. Hledejme rezolventu klausuli K1 = P(z) V =Q(z) a Ky =
= Q(a) V R()), kde P, @ jsou unarni predikdtové symboly a a,b jsou konstanty.

5.3.6 ResSeni. Klausule K; a K, neobsahuji dvojici komplementérnich lite-
rali, nebot negace literdlu Q(a) neni literal —Q(z) a naopak. Pfitom vSak literal
—Q(z) odpovidé formuli Va —=Q(x), a tedy zahrnuje i =Q(a). Proto pfi substituci
konstanty a za proménnou x dostavame klausule

Kj=Pla)V-Qa) a K;=Q(a)VR()

a jejich rezolventa je klausule P(a) V R(b).

5.3.7 Priiklad. Hledejme rezolventu klausuli
K1 =-P(z,y) VQ(z,y,a) a Ko=-Q(g),z2)V R(v,z),

kde P, R jsou binarni predikatové symboly, @) je predikatovy symbol arity 3 a
a je konstanta.

5.3.8 Reseni. Nejprve se pokusime vhodnou substituci vytvofit z Q(z,y, a)
a =Q(g(v), z,z) dvojici komplementarnich literalt. Je zfejmé, Zze toho mizeme
dosdhnout jediné tehdy, kdyz za proménnou z dosadime konstantu a. Tim
dostaneme literaly

Qz,y,a)  —Q(g(v),a,a).
Volba dalsi substituce je opét zfejma. Nyni musime konstantu a dosadit i za
proménnou y. Dostaneme

Q(xva’ a) ﬁQ<g(U),CL,a).

Zbyvé za proménnou x dosadit term g(v) a dostaneme komplementéarni literaly

Q(g(v),a,a) _'Q(g(v)aava’)'

Uvédomte si, ze k tomu, abychom dostali rezolventu, je nutné provést zvolenou
substituci na celé klausule K1 a K. Tim dostaneme klausule K| a K}, jejichz
rezolventa bude i rezolventou klausuli K;, K;. Tedy K{ = —-P(g(v),a) V
V Q(g(v),a,a), K = =Q(g(v),a,a) V R(v,a) a hledand rezolventa je K =
=-P(g(v),a) V R(v,a).

5.3.9 Poznamka. Poznamenejme, Ze hledame ,nejobecnéjsi“ substituci, po
jejiz aplikaci dostaneme dvojici komplementarnich literdlt. V pfedchozim pfi-
kladé mizeme volit také tuto substituci: Za proménné y, z, v dosadime konstantu
a a za proménnou x term g(a). Provedenim této substituce na klausule K; a
K5 dostaneme klausule

 =-P(g9(a),a) VQ(g(a),a,a) a Ky =-Q(g(a),a,a)V R(a,a).

Tyto klasule maji rezolventu K’ = - P(g(a),a)V R(a, a). Je dobré si uvédomit, ze
rezolventu K’ dostaneme z rezolventy K dosazenim konstanty a za proménnou v.
Aby platil rezoluéni princip analogicky rezolu¢nimu principu ve vyrokové logice,
musime v8ak k mnoziné klausuli vzdy pfridavat ty nejobecnéjsi rezolventy.
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5.3.10 Priklad. Hledejme rezolventu klausuli

K1 ==P(x)VQ(f(z),a) a K>=-Q(y,y)V R(f(y),2),

kde P je unarni predikatovy symbol, @ a R jsou binarni predikatové symboly,
f je unarni funkéni symbol a a je konstanta.

5.3.11 ReSeni. Postupujeme obdobné jako v minulém piikladé: Snazime
se najit takovou substituci, abychom z literdld Q(f(z),a) a —Q(y,y) dostali
dvojici komplementarnich literdld. Je zfejmé, ze za proménnou y musime dosadit
konstantu a. Dostaneme

Q(f(x%a) ﬁQ((I,CL).

Nyni jsme v situaci, kdy nemtzeme dalsi substituci provést. Existuji zfejmé
interpretace funkéniho symbolu f a konstanty a tak, Ze pro zadné dosazeni
za proménnou z nedostaneme hodnotu konstanty a. Tudiz hledana substituce
neexistuje a klausule K7 a K5 nemaji rezolventu.

5.4 Rezoluéni princip

Nejprve uvedeme priklad a teprve potom zformulujeme vlastni princip.

5.4.1 Priiklad. Rozhodnéme, zda je splnitelnd mnozina klausuli
S ={-P(z,y) VQ(z,y,a),~Q(g(v), z,2) V R(v, 2), ~R(b,a), P(x,a)},

kde P, @, R jsou predikatové symboly odpovidajicich arit, g je unarni funkéni
symbol a a je konstanta.

5.4.2 ResSeni. Z piikladu 5.3.7 vime, Ze rezolventou klausuli

ﬁP(xvy)\/c2(x7?/7a) a ﬁQ(g(U),Z,Z)\/R(U,Z)

je klausule K = —P(g(v),a) V R(v,a). Klausule K a klausule P(z,a) maji
rezolventu K’ = R(v, a) (pfi substituci termu g(v) za proménnou z). Provedeme-
li v klausuli K/ = R(v, a) substituci konstanty b za proménnou v, dostaneme
dvojici klausuli R(b, a) a ~R(b, a). Jejich rezolventa je prazdna klausule F'. Proto
je mnozina S nesplnitelna.

5.4.3 Poznamka. Je dobré si uvédomit, ze kdybychom jako rezolventu
klausuli

—P(z,y) v Q(x,y,0) a —Q(g(v),2,2)V R(v, 2)
vzali klausuli ~P(g(a),a) V R(a, a), prazdnou klausuli F' bychom jiz neodvodili.

5.4.4 Rezoluéni princip. Je ddna mnozZina klausuli S. Oznadme

R(S) = SU{K | K je nejobecnéjsi rezolventa nékterych klausuli z S}
RY(S) = S
R™(S) = R(RY(S)) pro i€N

(
R*(S) = (J{R'(S)]i=0}

Mnozina klausuli S je splnitelnd pravé tehdy, kdyz R*(S) neobsahuje prazd-
nou klausuli F.
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N

5.4.5 Zatim jsme mluvili o nalezeni nejobecnéjsi substituce pro dva literdly
tak, aby z nich vznikly komplementarni literaly. Neukazali jsme ale, jak ji
obecné najit. Tento problém fesi nésledujici unifika¢ni algoritmus. Necht —L
a Ly jsou dva literaly, o nichz chceme rozhodnout, zda se mohou stat dvojici
komplementarnich literalt. Algoritmus pracuje s fetézci Ly a Lo.

5.4.6 Unifika¢ni algoritmus.

Vstup: Dva positivni literdly L;, Lo, kteréemsema nemaji spole¢né proménné.
Vystup: Hlaseni neexistuje v piipadé, ze hledand substituce neexistuje,
v opaéném piipadé substituce ve tvaru mnoziny prvkid tvaru z/t,
kde x je proménna, za kterou se dosazuje,
a t je term, ktery se za proménnou x dosazuje.

1. PoloZzme El = Ll, E2 = LQ, 0 .= @

2. Jsou-li Fq, FEs prazdné fetézce, stop. Mnozina 6 urcuje hledanou substituci.
V opacéném pfiipadé polozime FE; := FE16, Ey := Es0 (tj. na E1, Es
provedeme substituci 6).

3. Oznacime X prvni symbol fetézce E1, Y prvni symbol fetézce Fs.

4. Je-li X =Y, odstranime X a Y z pocatku E; a Es. Jsou-li X a VY
predikatové nebo funkéni symboly, odstranime i jim prislusné zavorky a
jdeme na krok 2.

5. Je-li X proménnd, nedélame nic.
Je-li Y proménnd (a X nikoli), pfehodime F1, Es a X, Y.
Neni-li ani X ani Y proménnd, stop. Vystup neexistuje.

6. Je-li Y proménnd nebo konstanta, polozime 6 := 0 U {X/Y}. Odstranime
X a'Y ze zacatki Fetézct Fy a Fs (spolu s ¢drkami, je-li t¥eba) a jdeme
na krok 2.

7. Je-li Y funkéni symbol, oznac¢ime Z vyraz skladajici se z Y a vSech jeho
argumentii (vCetné zévorek a ¢arek). Jestlize Z obsahuje X, stop, vystup
neexistuje.

V opa¢ném piipadé polozime 6 := QU{X/Z}, odstranime X a Z ze zac¢atk
E; a E5 (odstranime ¢arky, je-li tfeba) a jdeme na krok 2.

Préaci unifika¢niho algoritmu si ukazeme na ptikladeé.

5.4.7 Piiklad. Pomoci unifika¢niho algoritmu hledejme nejobecnéjsi substi-
tuci pro literdly L1 = Q(x,y,a) a La = Q(g(v), z, 2).

5.4.8 ResSeni. Algoritmus pracuje v téchto krocich:
1. By = Q(Ivyaa)7 by = Q(g(U),Z,Z), 6 := 0.
2. X :==Q,Y :=Q, X =Y. Odstranime @ spolu s obéma zavorkami, tj.
méme F; :=z,y,a, B2 := g(v), 2, 2.

3. X :=2,Y := g. Protoze X # Y a Y je funkéni symbol, polozime 7 :=
= g(v), 0 := {x/g(v)}. Odstranime z z E;, g(v) z E3 a dostaneme E; :=
=vy,a, By =2, z2.
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4. X =y, Y := z. Protoze X # Y a Y je proménna, polozime 0 :=
= {z/g(v),y/z}. Odstranime y z F1, z z E3 a dostaneme E; := a, E3 := z.

5. X :=a, Y := z. Protoze X # Y, X neni proménn4, ale Y je proménn4,
pfehodime X a Y a soucasné také Fq a E5. Tim dostaneme X =z, Y :
= a, By := 2z, E3 := a. Nyni je Y konstantni symbol. Polozime proto
0 = {x/g(v),y/z,2/a}, odstranime z z E1, a z E> a dostaneme F; =
= F5 = (). Stop, 0 je hledand substituce.

5.5 Vyuziti rezolu¢ni metody v predikatové lo-
gice
5.5.1 Priklad. Pomoci rezolu¢ni metody rozhodnéme, zda plati

{Vavy (P(z) AQ(z,y)) = R(y)),Vz Q(f(x),9(x)), P(f(a))} F R(g(a)),

kde P, Q a R jsou predikatové symboly (odpovidajicich arit) a a je konstantni
symbol.

5.5.2 ReSeni. Oznafme

S ={vavy ((P(z) A Q(z,y)) = R(y)),Vz Q(f(x),9(x)), P(f(a))}

a ¢ = R(g(a)). Formule ¢ je sémantickym dusledkem mnoziny S prévé tehdy,
kdyZ mnozina S U {—¢} je nesplnitelnd. Zjistujeme tedy splnitelnost nebo
nesplnitelnost mnoziny sentenci

T=SU{~p} =

= {Vavy ((P(z) A Q(z,y)) = R(y)),Vx Q(f(x), g(x)), P(f(a)),~R(g(a))}.

Nejprve prepiSseme formule mnoziny 7' tak, aby kazdy kvantifikator vazal
jinou proménnou. Dostaneme napf. mnozinu

T = {vavy ((P(z) A Q(z,y)) = R(y)),Vz Q(f(2),9(2)), P(f(a)), ~R(g(a))}.

Nyni prevedeme kazdou formuli z mnoziny T na klausalni tvar: Kromé prvni
formule jiz vSechny formule v klausalnim tvaru jsou. Upravme prvni formuli:

Vo y (P(x) A Q(x,y)) = R(y)) H VaVy (=P (x) V =Q(z,y) V R(y))

Rezoluéni metodou zjistime, zda mnozina klausuli

M =A{=P(z) v =Q(z,y) vV R(y), Q(f(2), 9(2)), P(f(a)), ~R(g(a))}

je splnitelné.

Nejprve vybereme predikatovy symbol P a utvorime vSechny rezolventy
klausuli podle literalu obsahujiciho tento predikatovy symbol: Literal P ob-
sahuji klausule =P (z) V =Q(z,y) V R(y) a klausule C; = P(f(a)). Abychom
dostali dvojici komplementarnich literalti, provedeme na prvni klausuli substi-
tuci z/ f (a). Dostaneme Cy = = P(f(a))V-Q(f(a),y)VR(y). Rezolventa klausuli
Cy a Cq je klausule C5 = =Q(f(a),y) V R(y). Vybereme predikatovy symbol
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R. Rezolventu podle literalu, ktery obsahuje R muzeme dostat z klausuli C3
a Cy = -R(g(a)). K tomu ale potfebujeme v klausuli C3 provést substituci
y/g(a). Dostavame C% = =Q(f(a),g(a)) V R(g(a)); rezolventa klausuli C4 a Cy4
je klausule C5 = —Q(f(a),g(a)). Vybereme predikdtovy symbol @, ten obsa-
huji dvé klausule: C5 a klausule Q(f(z), g(2)). Substituci z/a dostaneme dvojici
klausuli Cs = —Q(f(a),g(a)) a Q(f(a),g(a)), jejichz rezolventou je prazdna
klausule F. Ukézali jsme, ze F' € R3(M) a mnozina M je nesplnitelnd. Proto
plati S |= .

5.5.3 Poznamka. Vsimnéte si, Ze jsme nejprve vytvorili mnozinu SU{—p}
a pak teprve uprvavovali sentence na klausalni tvar. To je nutné proto, ze
pouzivame-li skolemizaci, nenahrazujeme sentenci sentenci tautologicky ekvi-
valentni. Je-li sentence ¢ = 3z P(z), pak —~¢ = Vz P(z); kdezto pro sentenci
P(a) je jeji negace rovna —P(a).
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