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4.2 Syntaxe predikatové logiky

V tomto oddile zavedeme syntaxi predikatové logiky, tj. uvedeme pravidla,
podle nichz se tvofi syntakticky spravné formule predikatové logiky. Vyznam
a pravdivostni hodnota néas bude zajimat az dale.

Spravné utvorené formule budou posloupnosti symbolu tzv. jazyka predikd-
tové logiky.

4.2.1 Jazyk predikatové logiky Z. Jazyk predikdtové logiky se skladé z

1. logickijch symboli, tj.:

a) spocetné mnoziny individualnich proménnych: Var = {z,y, ..., z1, x2, ..

b) vyrokovych logickych spojek: =, A, V, =, <
c¢) obecného kvantifikdtoru V a existen¢niho kvantifikdtoru 3
2. specidlnich symboli, tj.:
a) mnoziny Pred predikatovych symbolt (nesmi byt prazdna)
b) mnoziny Kons konstantnich symboli (mtze byt prazdnd)
¢) mnoziny Func funkénich symbold (mize byt prazdna)
3. pomocnych symbolt, jako jsou zévorky ,(, [ ,) ,]“ a ¢arka ..

Pro kazdy predikatovy i funkéni symbol mame dano prirozené ¢islo n vétsi nebo
rovné 1, které nam udavé, kolika objekti se dany predikat tyka, nebo kolika
proménnych je dany funkéni symbol. Tomuto ¢islu fikdme cetnost nebo téz arita
predikatového symbolu nebo funkéniho symbolu.

4.2.2 Poznamka. Predikdtové symboly budeme vétSinou znacit velkymi

pismeny, tj. napt. P,Q,R,..., P, P,,...; konstantni symboly malymi pis-
meny ze zaCatku abecedy, tj. a,b,c,...,a1,..., a funkéni symboly vétsinou
f,9,h, ..., f1, f2,.... Formule predikatové logiky budeme oznacovat malymi fec-

kymi pismeny (obdobné, jako jsme to délali pro vyrokové formule). Kdykoli se
od téchto konvenci odchylime, tak v textu na to upozornime.

Poznamejme, 7e prestoze Casto budeme mluvit o n-arnich predikatovych
symbolech a n-arnich funkénich symbolech, v béZné praxi se setkdme jak s pre-
dikaty, tak funkcemi arity nejvyse tii. Nejbéznéjsi jsou predikaty a funkéni sym-
boly arity 1, tém fikdme téz undrni, nebo arity 2, tém rikdme téz bindrni. Do-
porucujeme Ctenafi, aby se na tomto misté vratil k prikladiim z minulého oddilu
a pro kazdy predikat i funkci urcéil, jakou méa aritu.

Poznamenejme jesté, Ze néktefi autofi konstantni symboly zahrnuji pod
nularni funkéni symboly (tj. funkéni symboly arity 0).

4.2.3 Termy. Mnozina termi je definovana témito pravidly:
1. Kazda proménna a kazdy konstantni symbol je term.

2. Jestlize f je funkéni symbol arity n a ty,ts,...,%, jsou termy, pak
f(t1,ta,. .. ty,) je také term.

3. Nic, co nevzniklo koneénym pouzitim pravidel 1 a 2, neni term.
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4.2.4 Poznamka. Term je zhruba fedeno objekt, pouze mize byt sloZitéji
popséan nez jen proménnou nebo konstantou. V jazyce predikatové logiky termy
vystupuji jako ,podstatnd jména“.

4.2.5 Atomické formule. Atomickd formule je predikatovy symbol P apli-
kovany na tolik termi, kolik je jeho arita. Jinymi slovy, pro kazdy predi-
katovy symbol P € Pred arity n a pro kazdou n-tici termt t¢1,%s,...,t, je
P(t1,ta,...,t,) atomickd formule.

4.2.6 Formule. Mnozina formuli je definovana témito pravidly:

1. Kazda atomicka formule je formule.

2. Jsou-li ¢ a ¢ dvé formule, pak (=), (P AY), (¢ V), (¢ = ), (¢ & V)
jsou opét formule.

3. Je-li ¢ formule a = proménnd, pak (Va ) a (3z ¢) jsou opét formule.

4. Nic, co nevzniklo pomoci kone¢né mnoha pouziti bodi 1 az 3, neni formule.

4.2.7 Poznamka. Formule predikdtové logiky jsme definovali obdobné jako
vyrokové formule: Nejprve jsme definovali ,,ty nejjednodussi® formule (atomické
formule) a potom pomoci logickych spojek a kvatifikidtori konstruujeme slo-
elementarni vyroky nebyly strukturované. Vlastni konstrukce formuli je vsSak
v obou ptipadech podobna.

4.2.8 Konvence.

1. Uplné vnéjsi zévorky nepiseme. Piseme tedy napi. (3zP(z))V R(a, b) misto
((3z P(x)) V R(a,b)).

2. Spojka ,negace“ mé vzdy prednost pred vyrokovymi logickymi spojkami
a proto piSeme napt. Vo (-P(z) = Q(z)) misto Vz ((—-P(x)) = Q(z)).

4.2.9 Derivaéni strom formule. Ke kazdé formuli predikitové logiky mii-
zeme prifadit jeji derivacni strom podobnym zpiisobem jako jsme to udélali
v pripadé vyrokovych formuli. Rozdil je v tom, ze kvantifikdtory povazujeme za
unérni (tj. maji pouze jednoho naslednika) a také pro termy vytvarime jejich de-
rivaéni strom. Listy deriva¢niho stromu jsou vzdy ohodnoceny bud proménnou
nebo konstantou. Poznamenejme, Ze deriva¢nimu stromu se téz ik syntakticky
strom.

4.2.10 Podformule. Podformule formule ¢ je libovolny podietézec ¢, ktery
je sam formuli. Jinymi slovy: Podformule formule ¢ je kazdy fetézec odpovidajici
podstromu deriva¢niho stromu formule ¢, uréeného vrcholem ohodnocenym
predikdtovym symbolem, logickou spojkou nebo kvantifikatorem.
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4.2.11 Volny a vazany vyskyt proménné. Mame formuli ¢ a jeji deri-
vacéni strom. List deriva¢niho stromu obsazeny proménnou x je vyskyt proménné
x ve formuli . Vyskyt proménné x je vdzany ve formuli ¢, jestlize pfi postupu
od listu ohodnoceného timto x ve sméru ke kofeni deriva¢niho stromu narazime
na kvantifikdtor s touto proménnou. V opacném pfipadé mluvime o volném
vyskytu proménné x.

4.2.12 Sentence. Formule, kterd méa pouze vazané vyskyty promeénné, se
nazyva sentence, téz uzaviend formule. Formuli, kterd ma pouze volné vyskyty
promeénné, se Fika oteviend formule.

4.2.13 Legalni pfejmenovani proménné. Prejmenovani vyskyti proménné
x ve formuli ¢ je legdlnim prejmenovanim proménné, jestlize
e jedna se o vyskyt vazané proménné ve (;

e prejmenovavame vSechny vyskyty x vdzané danym kvantifikdtorem:;

e po prejmenovani se zadny diive volny vyskyt proménné nesmi stat vaza-
nym vyskytem.

4.2.14 Rovnost formuli. Dvé formule povaZzujeme za stejné, jestlize se lisi
pouze legdlnim pfejmenovanim vizanych proménnych.

Kazdou formuli ¢ lze napsat tak, ze kazdd proménnd mé ve formuli bud jen
volné vyskyty nebo jen vazané vyskyty.

4.3 Sémantika predikatové logiky

Nyni se budeme zabyvat sémantikou formuli, tj. jejich vyznamem a pravdivosti.

4.3.1 Interpretace jazyka predikatové logiky. Interpretace predikatové
logiky s predikatovymi symboly Pred, konstantnimi symboly Kons a funkénimi
symboly Func je dvojice (U, [—]), kde

e U je neprazdnd mnozina nazyvana universum;
o [—] je pfifazeni, které

1. kazdému predikdtovému symbolu P € Pred arity n pfifazuje pod-
mnozinu [P] mnoziny U™, tj. n-arni relaci na mnoziné U.

2. kazdému konstantnimu symbolu a € Kons pfifazuje prvek z U,
znacime jej [a],

3. kazdému funkénimu symbolu f € Func arity n prifazuje zobrazeni
mnoziny U™ do U, znacime je [f],

Mnozina U se nékdy nazyva domain a oznacuje D.
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4.3.2 Kontext proménnych. Je ddna interpretace (U, [—]). Kontext pro-
ménnych je zobrazeni p, které kazdé proménné z € Var ptifadi prvek p(z) € U.
Je-li p kontext proménnych, x € Var a d € U, pak

oznacuje kontext proénnych, ktery ma stejné hodnoty jako p pouze v proménné
2 mé hodnotu d. Kontextu proménnych p[z := d] fikdme update kontextu p o
hodnotu d v z.

4.3.3 Interpretace termu pri daném kontextu proménnych. Je dina
interpretace (U, [—]) a kontext proménnych p. Pak termy interpretujeme nésle-
dujicim zpfisobem.

1. Je-li term konstatni symbol a € Kons, pak jeho hodnota je prvek [a], =
= [a]. Je-li term proménnd z, pak jeho hodnota je [z], = p(z).

2. Je-li f(t1,...,t,) term. pak jeho hodnota je

[[f(dla R dn)]]p = [[f]]([[tl]]pa EERE) [[tn]]p)-

[Jingmi slovy, hodnota termu f(¢1,...,t,) je funkéni hodnota funkce [f]
provedené na n-tici prvka [t1],, ..., [tn], 2z U]

Poznamenejme, Zze neobsahuje-li term ¢ proménnou, pak jeho hodnota nezalezi
na kontextu proménnych p, ale pouze na interpretaci.

Tuto formalni definici si muzete priblizit jesté takto. Vezmeme term ¢ a utvo-
fime jeho derivacni strom. Listy stromu ohodnotime tak, jak nam fika interpre-
tace (pro konstantni symboly) a kontext proménnych. Pak jdeme v derivaénim
stromu smérem ke kofeni. Vrchol, ktery odpovida n-arnimu funkénimu sym-
bolu f a méa néasledniky ohodnoceny prvky dy, da, ..., d, (v tomto pofadi zleva
doprava), ohodnotime prvkem [f](d1,...,d,), tj. obrazem n-tice (di,...,dy)
v zobrazeni [f]. Prvek, kterym je ohodnocen kofen, je hodnota celého termu
v dané interpretaci a daném kontextu. Uvédomte si, ze se jedna o pfesné stejny
postup jako napt. pfi vyhodnocovani algebraickych vyrazi.

4.3.4 Pravdivostni hodnota formule v dané interpretaci a daném
kontextu. Nejprve definujeme pravdivost formuli v dané interpretaci (U, [—])
pfi daném kontextu proménnych p:

1. Necht ¢ je atomickd formule. Tj. ¢ = P(t1,...,t,), kde P je predikitovy
symbol arity n a ti,...,t, jsou termy. Pak ¢ je pravdiva v interpretaci
(U,[-]) a kontextu p pravé tehdy, kdyz

([t1]ps - - -+ [talp) € [P

Jinymi slovy: ¢ je v na$i interpretaci pravdiva pravé tehdy, kdyz n-tice
hodnot termi ([t1],, ..., [tn],) ma vlastnost [P].

2. Jsou-li ¢ a ¢ formule, jejichz pravdivost v interpretaci (U, [—]) a kontextu
p jiz zname, pak

e —p je pravdiva praveé tehdy, kdyz ¢ neni pravdiva.
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e p A1 je pravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ i ¥ jsou pravdivé.

e V1 je nepravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ i ¢ jsou nepravdivé.

e © = 1 je nepravdivd pravé tehdy, kdyz ¢ je pravdiva a o je
nepravdiva.

e ¢ & 9 je pravdiva pravé tehdy, kdyz bud obé formule ¢ a v jsou
pravdivé, nebo obé formule ¢ a 1) jsou nepravdivé.

3. Je-li ¢ formule a  proménna, pak

e Vzp(z) je pravdiva prave tehdy, kdyz fromule ¢ je pravdivéa v kazdém

kontextu p[z := d], kde d je prvek U.

e Jdx ¢(x) je pravdiva pravé tehdy, kdyz fromule ¢ je pravdiva v aspon
jednom kontextu p[z := d], kde d je prvek U..

4.3.5 Pravdivostni hodnota sentence. Sentence ¢ je pravdivd v interpre-
taci (U, [-]) prévé tehdy, kdyz je pravdiva v kazdém kontextu proménnjch p.

Poznamenejme, Ze pro sentence v predchozi definici jsme mohli pozadovat
pravdivost v alespon jednom kontextu.
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