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3.4 Operator Con

3.4.1  MnoZina Con(S) vSech sémantickych dtsledktt mnoziny formuli S je
definovana rovnosti

Con(S) = {a | a je formule a S = a}.

3.4.2 Tvrzeni. Pro kazdé dvé mnoziny formuli S, T' plati:
a) Con(S) # 0.
Ano, je-li formule « tautologie, pak je sémantickym dusledkem libovolné

mnoziny formuli S. To znamend, ze Con(S) obsahuje vzdy alespoii vSechny
tautologie.

b) S C Con(S).

Z 3.3.6 vime, ze kazda formule z mnoziny S je sémantickym dusledkem
mnoziny S. Proto je S C Con(S).

c) Jestlize S C T, pak Con(S) C Con(T).

Preformulujme toto tvrzeni: Jestlize S C T, pak pro kazdou formuli
©, pro kterou S | ¢, mame také T = . (Méné formélné: vyplyva-li
néjaka formule z mensi mnoziny predpokladd, vyplyva i z vétsi mnoziny
pfedpokladii.)

UkéZeme, Ze pro libovolné pravdivostni ohodnoceni u, ve kterém je prav-
divd mnozina formuli 7', plati u(p) = 1. Mame pravdivostni ohodnoceni
u takové, ze mnozina formuli T je pravdiva. Protoze S C T, je v tomto
ohodnoceni pravdiva i mnozina S. Formule ¢ je sémantickym disledkem
S, a proto je u(p) = 1.

d) Con(S) = Con(Con(S)).
Tuto vlastnost miizeme prepsat nasledujicim zptsobem: Mame déany for-

mule «, 1, pa,..., YL, pro které plati

{e1,02,. . 0k} o
aSkEe,SEwps,...,.SE ¢k, pak
SEa
Uvazujme libovolné pravdivostni ohodnoceni u takové, ze S je pravdiva
v u. Pak plati u(p1) = 1, u(p2) = 1, ..., u(pr) = 1. To znamend, ze v

ohodnoceni u je pravdiva celd mnozina {y1, e, ...,k }. Protoze formule
a je sémanticky dtsledek mnozZiny {¢1, @2, ..., ¢k}, mame u(a) = 1.

3.4.3 Tvrzeni. Pro mnozinu formuli S a formuli ¢ plati

S E ¢ pravé tehdy, kdyz SU{—¢} je nesplnitelna.

3.4.4 Poznamka. Je-li mnozina S nesplnitelnd, pak S | ¢ pro vSechny
formule .

Ano, je-li mnozina S nesplnitelnd, pak mnozina SU{—} je také nesplnitelnd
a proto podle tvrzeni 3.4.3 plati S |= 1.

Uvédomte si, ze predchézejici zdivodnéni je stejné jako bylo zdivodnéni
vlastnosti 4 viz 4.
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3.4.5 Véta. Pro formule ¢ a v plati

¢ E v pravé tehdy, kdyz ¢ = ¢ je tautologie.

3.4.6 Véta o dedukci. Pro mnozinu formuli S a formule ¢ a v plati

SU{¢} E pravé tehdy, kdyz S | (¢ = o).

3.5 Tautologicka ekvivalence

A7 dosud pro nas p A q¢ a g A p byly dvé rizné formule, byly to totiz rizné
posloupnosti znaku. Zajimé-li nas ovsem hlavné pravdivost formuli, pak se tyto
dvé formule ,,od sebe nelisi“.

3.5.1 Tautologicka ekvivalence formuli. Rekneme, ze formule ¢ a v jsou
tautologicky ekvivalentni (také sémanticky ekvivalentni), jestlize ¢ = 1 a také
Y | ¢. Fakt, Ze ¢ a ¥ jsou tautologicky ekvivalentni, oznacujeme ¢ H 1.

3.5.2 Pozorovani. Formule ¢ a v jsou tautologicky ekvivalentni pravé
tehdy, kdyZz pro kazdé pravdivostni ohodnoceni u plati u(p) = u(2)).

3.5.3 Véta. Relace H na mnoziné vSech formuli P(A) je ekvivalence. Navic,
jsou-li o, B, v a ¢ formule spliiujici « H 5 a v H ¢, pak plati

L. —a H =6

2. (any) H (BAD), (aVy) H (BVI),
(a=7)H@B=9, (aer)HEB I

3.5.4  Pro kazdé formule a, § a «y plati
1. ahaHa, aVaH o (idempotence A a V);
2. anBHPBAa, aVPH BV a (komutativita A a V);
3. anN(BAY) H (aAB) Ay, aV(BVy) H (aVB)Vy (asociativita A a V);
4. aAN(BVa)Ha, aV(BAa)H a (absorpce A a V);
5. 7—a H a;
6. 2(aApB)H (maV-p), 2(aV ) H (maA-p) (de Morganova pravidla);

7. oz/\(ﬂ\/)'y) H (aAB)V(aAy), aV(BAY) H (aVB)A(aVy) (distributivni
zakony).

Je-li navic T libovolna tautologie a F' libovolna kontradikce, pak
8. ThaHa, TVaHT, FANaHF, FVaH o

9. ah-aHF, aVv-aHT.
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3.5.5 Pozorovani. Pro dvé formule ¢ a 1 plati ¢ H ¢ pravé tehdy, kdyz
formule ¢ < 1 je tautologie.

Vratime-li se k souvislosti s logickymi obvody, muzeme fici, ze dvé formule
jsou tautologicky ekvivalentni pravé tehdy, kdyz jejich logické obvody realizuji
tutéz booleovskou funkci, tj. davaji stejné vystupy pfi stejnych vstupech.

Pro pojem sémantického disledku neni v teorii logickych obvodi pfimy
ekvivalent.

3.5.6 Booleovské funkce. Booleovskou funkci n proménnych rozumime
funkci, kterd kazdé n-tici nul a jednicek pfirfazuje bud nulu nebo jednicku; jedné
se tedy o zobrazeni f:{0,1}" — {0,1}. Misto booleovska funkce se ¢asto také
tika Booleova funkce. Kazdé vyrokové formuli odpovida booleovskd funkce —
staci se podivat na posledni sloupec pravdivostni tabulky formule. Dvé formule
jsou tautologicky ekvivalentni pravé tehdy, kdyz obéma odpovidaji stejné Boole-
ovy funkce. V tomto smyslu najit ,,jednodussi“ formuli tautologicky ekvivalentni
s danou formuli je jinak fecena tloha najit v néjakém smyslu jednodussi formuli
(vétsinou kratsi, nebo s mensi hloubkou), kterd odpovida stejné Booleové funkeci.
A to je uloha v teorii logickych obvodi casta.

3.6 Dalsi logické spojky

3.6.1 Unarni logické spojky. VsSechny unarni Booleovy funkce (tj. Boole-
ovy funkce jednoho argumentu) jsou dany v nésledujici tabulce:

2l Sl fo | fs] fa
offof[o 11
1lof1]o0]1

Funkce f1 neméni svou hodnotu, je konstantni nepravda; pro nas to bude nova
spojka F' zvana kontradikce. Obdobné funkce f, je konstatni pravda; pro nas
to bude opét nova spojka T zvand tautologie. Tyto dvé spojky, kontradikce a
tautologie, maji tu vlastnost, Ze nezavisi na ohodnoceni zadné logické proménné
(tj. zavisi na ,nula“ logickych proménnych). Proto jim fikdme nuldrni logické
spogky.

3.6.2 Binarni logické spojky. Binarnimi booleovské funkce jsou v nésle-
dujici tabulce:

eyl fol Al felfs|falfslfol folfalfol fro| fuul| fro] f1s| fua| S
o(ojfojofojo0jo0jofoyjo|1 1 1 1 1 1 1 1
oj1y4ojo0ojo0ojoj1j1({1(1101]0 0 0 1 1 1 1
1({0yffo0(0|1 (1,001 ]1]0]0O0 1 1 0 0 1 1
1({1y4011)J0|1)0]1]0]1]0]1 0 1 0 1 0 1

(Jestlize nékomu v predchazejici tabulce sloupce funkci f; pfipadaji jako bindrni
zapisy cisel 0 az 15, pak to neni ndhoda. Toto jsou vSechny usporadané ctverice
nul a jednicek uspofadané lexikograficky.)

Funkce fo je konstantni nepravda, je to kontradikce F'. Obdobné posledni
funkce fi15 je tautologie T'.

Funkce f1 odpovida formuli x Ay. Obdobné funkce f7 odpovida formuli zVy,
funkce fy formuli z < y a funkce f13 formuli x = y.
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Funkce f3 kopiruje proménnou z, stejné tak funkce f5 kopiruje proménnou
y. Funkce f19 odpovida formuli —y. Podobné funkce fi15 odpovida formuli —zx.
Tedy se nejedna o mozné ,nové spojky“.

Funkce f11 odpovidéd formuli y = =z, tedy opét spojce =-. Funkce f2 a fy4
odpovidaji po fadé formulim —(z = y) a ~(y = x).

Zvlastni vyznam maji zbylé tfi funkce fg, fs a fi4, jimz odpovidaji nové
logické spojky.

3.6.3 Vylucovaci nebo — XOR. Logickd spojka @, nazyvana vylucovaci
nebo (téz XOR), je definovana

zdy H-(r < y).
Vyluc¢ovacimu nebo odpovida funkce fg.

3.6.4 Shefferuv operator — NAND. Logicka spojka |, nazyvana Sheffe-
riv operdtor (téz2 NAND), je definovéna

zly H (= Ay).
Shefferovu operatoru odpovida funkce fi4.

3.6.5 Peirceova Sipka — NOR. Logickd spojka |, nazyvana Peirceova
Sipka (téz NOR), je definovana

zlyH-(xVy).

Peirceové sipce odpovida funkce fs.
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