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Kapitola 4
Predikatova logika

Vyrokovéa logika nezahrnuje vsechny usudky, které povazujeme za spravné.
Uvazujme napt. usudek:

Petr hraje na housle.

Kazdy, kdo hraje na housle, ma hudebni sluch.

Petr mé hudebni sluch.

Jeho spravnost zadnym zptsobem z vyrokové logiky nevyplyva. Prvni véta
totiz ve vyrokové logice pfedstavuje elementarni vyrok p. Druhd véta ma tvar
implikace dvou elementarnich vyroki: ¢ = t, kde q je vyrok ,,Kazdy kdo hraje na
housle.“ a t je vyrok ,Ma hudebni sluch.“. Posledni véta je elementarni vyrok
r, kde r je vyrok ,Petr ma hudebni sluch.“. Ve vyrokové logice sémanticky
disledek
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neni spravny. Spravnost tsudku spociva ve vnitini struktufe jednotlivych ele-
mentarnich vyrokid, a tuto strukturu vyrokova logika neni schopna popsat. Ve
vyrokové logice jsou totiz elementarni vyroky dale neanalyzovatelné atomy for-
malniho jazyka.

Abychom pfedchozi Gsudek popsali, musime uvazit vnitini strukturu jed-
notlivych vét. Teprve na zakladé struktury téchto vyrokt budeme schopni roz-
hodnout, ktery tsudek je spravny a ktery nikoli. A tim se zabyva predikatova
logika.

4.1 Neformalni zavedeni predikatové logiky

Zamysleme se nad tim, co potfebujeme k popsani vyroku ,Petr hraje na
housle.“. Vyrok se tyka ,Petra“ jakozto ,objektu“ a vlastnosti, kterou Petr
ma, tj. vlastnosti ,hrat na housle“. Obdobnou strukturu ma i tfeti véta ,Petr
ma hudebni sluch.“. Vlastnosti tady je ,mit hudebni sluch“. Prostfedni véta
navic mluvi o  kazdém* chapano jako kazdém objektu (jednotlivci). M4 opravdu
alespon zcasti strukturu implikace: Kazdy objekt, ktery ma vlastnost ,hrat na
housle“, ma i vlastnost ,,mit hudebni sluch“.

Oznac¢ime H vlastnost ,hrat na housle“ a S vlastnost ,,mit hudebni sluch“.
Nyni Ize nas tsudek napsat ve zkracenéjsi podobé takto:

Marie Demlova: Matematicka logika 17. dubna 2007, 10:50



4.1. Neformdlni zavedeni predikatové logiky [070417-1050] 33

Petr ma H.
Kazdy, kdo ma H, mé i S.
Petr ma S.

I to je v8ak zbyteéné dlouhy zépis. Pisme misto ,,Petr m4 H.“ zkracené H(p),
kde p oznacuje Petra. Obdobné zkratime zapis tfeti véty na S(p). Abychom
obdobnym zptsobem zkratili i prostfedni vétu, zavedeme zkratku za ,kazdy“,
téz ,,pro vSechny“. Tuto zkratku oznac¢ime symbolem V a nazveme ji obecngm
(neboli universdlnim) kvantifikdtorem. Kvantifikdtor je vzdy nésledovén pro-
ménnou. Formuli Vx ¢teme ,,pro kazdé x“. Nejde nam totiz o to zachytit jen
ykazdy“, ale ,kazdy objekt*. Proménné znacime x,y, ..., a zastupuji ndm ob-
jekty v pripadé, Ze objekty nemame konkrétné zadané. Prostiedni véta bude
mit tvar: Vo (H(z) = S(x)). Tedy cely tsudek zapiseme nésledovné:

H(p)
Vo (H(z) = S(x))
S(p)

Vlastnostem ¢i vztahim budeme fikat predikdty, vyznacenym objekttim

konstanty.

4.1.1 Poznamka. Obecny kvantifikdtor ,,Va* je vlastné zobecnéni konjunkce,
jakési jeji ,,nekonecné rozsireni“.

4.1.2 Uvazujme jesté jeden tsudek:
Petr hraje na housle.
Petr ma hudebni sluch.
Nékdo, kdo hraje na housle, mé i hudebni sluch.

Pfitom posledni vétu upfesnime: Nékdo (ve smyslu existuje asponl jeden
objekt), kdo hraje na housle, ma hudebni sluch. Formalizujme tento tsudek.
Prvni dvé véty uz méme zformalizovany: H(p) a S(p). K formalizaci tfeti
véty potifebujeme symbol pro ,aspon jeden“, ,nékdo“ atd. Timto symbolem
je ezistencni kvantifikator 3 opét nasledovany proménnou. Symbol Jz cteme
sexistuje x tak, ze...“. Posledni véta Fikd, ze nékdo (aspon jeden) objekt mé
vlastnost ,hrat na housle“ a soucasné i vlastnost ,mit hudebni sluch“. Proto
jeji fomalizace je 3z (H(z) A S(x)). Cely tsudek mé tvar:

H(p)

S(p)
Jx (H(xz) A S(x))

4.1.3 Poznamka. Existen¢ni kvantifikdtor ,Jz“ je vlastné zobecnéni dis-
junkce, jakési jeji ,,nekonecéné rozsireni®.

4.1.4 Uvedeme jesté jeden tsudek, ktery je typicky pro predikatovou logiku.
Je-li pfirozené cislo sudé, pak jeho néslednik je ¢islo liché.
Cislo 2 je sudé.
Néslednik ¢isla 2 je ¢islo liché.

Vlastnosti (predikaty), které nas zajimaji v tomto tsudku jsou: byt sudym
pfirozenym ¢islem“, oznacime ji S, a ,byt lichym prirozenym ¢islem*, oznac¢ime
ji L. Dale mame jeden objekt (konstantu), a to éislo 2. Pak je tu jesté ,néslednik
ptirozeného cisla“. Tady néslednika nechapeme jako vlastnost; neptame se, zda
néjaky objekt je naslednik jiného nebo ne. Tady s naslednikem pfirozeného cisla
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pracujeme jako s pfirozenym c¢islem, tj. jako s objektem. OvSem tento objekt
je zadan nepifimo — pomoci ¢isla, které mu predchazi. Budeme se proto na
,haslednika® divat jako na funkci, oznacime ji f, ktera kazdému prirozenému
Cislu prifadi opét prirozené ¢islo a to f:n— n + 1.

Nyni jiz mizeme zformalizovat druhou a tfeti vétu: S(2) a L(f(2)). Prvni
véta bude obsahovat kvantifikator. Z ceské formulace na prvni pohled neni tplné
jasné ktery. Tato nepresnost ve vyjadreni, zda nas vyrok ma platit pro vsechny
objekty nebo jen pro nékteré z nich, je vlastni témeér vSem pfirozenym jazyktm.
Preformulujeme proto vétu ,trochu jinym zptisobem* tak, aby byla kvantifikace
jasnéjsi. V nasem pripadé mé prvni véta stejny smysl jako tvrzeni ,Kdykoli je
¢islo sudé, pak jeho néslednik je ¢islo liché.“ Proto formalizace prvni véty ma
tvar: Vo (S(z) = L(f(x))). Cely tsudek je

Vo (S(@) = L(f(x)))
S(2)
L(F@)

4.1.5 Dalsi priklady. Zformalizujme nésledujici véty. Vzdy uvedeme, které
vlastnosti (predikaty), konstanty a funkce pouzivame.

a) Petriv otec je varhanik.
b) Néci otec je varhanik.
d) Kazdé celé ¢islo ma predchudce.

)
)
¢) Kazdy ¢tverec redlného éisla je nezaporny.
)
e)

Je-li pfirozené c¢islo vétsi nez 0, je jeho naslednik vétsi nez 1.
4.1.6 ReSeni.

a) Nase objekty jsou lidé. Déle potiebujeme jeden predikét (vlastnost) V(_),
a to vlastnost ,byt varhanikem“. Rovnéz potfebujeme funkci o, kterd
kazdému clovéku priradi jeho otce a nakonec potfebujeme konstantu p
pro Petra. Formule mé tvar:

V(o(p))-

b) Tady si vystac¢ime s predikdtem a funkci z minulého piikladu; ,néci“
popisSeme existencnim kvantifikdtorem:

Jz V(o(z)).

c) Objekty jsou redlna &isla. Pot¥ebujeme jeden predikét K(-), ktery ozna-
¢uje vlastnost ,,byt nezdporné ¢islo®, a funkci f, kterd kazdému realnému
¢islu p¥ifadi jeho étverec, tj. f:x — x2. Formule m4 tvar

Vo K(f(x))-

d) Objekty jsou cela ¢isla. Pro formalizaci této véty potfebujeme vztah mezi
dvéma celymi ¢isly. (Vztahu, ktery se tykd dvou objekt, budeme fikat
binarni predikdt.) Dvé &isla a,b jsou ve vztahu @, jestlize prvni z nich, a,
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je predchiidcem cisla druhého, b. Fakt, ze dvojice cisel a,b je ve vztahu
Q zapiSeme Q(a,b). Véta ,Kazdé celé ¢islo ma predchidee.“ odpovida
vyznamem vété ,,Pro kazdé celé ¢islo existuje jeho predchiidce.“ a mizeme
ji zformalizovat:

Vo Jy Q(y, x).

e) Objekty jsou pfirozend ¢isla. Mohli bychom sice zavést dva predikaty:
Jeden, ktery znamena vlastnost byt vétsi nez 0, a druhy, ktery znamena
vlastnost byt vétsi nez 1, ale srozumitelnosti formalizace bychom tim
neprospéli. Zavedeme radéji jeden binarni predikit a to ,byt vétsi nez.
Tato vlastnost je dobfe zndmé a znac¢i se symbolem ,>“. Aby naSe
formalizace byla co nejsrozumitelnéjsi v pripadé predikatu ,byt veétsi“
zvolime zapis a > b misto pfesného le¢ nesmyslné tézkopadného zapisu
>(a, b). Pouzijeme dvé konstanty a to ¢islo 0 a ¢&islo 1 a funkci naslednika
f. Formule ma tvar:

Ve ((x > 0) = (f(x) > 1)).
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