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3.7 Uplné systémy logickych spojek

3.7.1 Uplné systémy logickych spojek. Rekneme, Ze mnozina logickjch
spojek A tvofil uplny systém logickych spojek, jestlize pro kazdou formuli o
existuje formule 3 s ni tautologicky ekvivalentni, kterd pouziva pouze spojky
z mnoziny A.

3.7.2 Tvrzeni. Necht A tvoii Gplny systém logickych spojek a necht II je
mnozina spojek. Jestlize plati

1.

pro kaZzdou bindrni spojku O € A existuje formule a obsahujici pouze
spojky z mnoziny II a takova, ze o H z0y,

pro kazdou unérni spojku & € A existuje formule 5 obsahujici pouze
spojky z mnoziny II a takova, ze 5 H <x,

pro kazdou nularni spojku K € A existuje formule v obsahujici pouze
spojky z mnoziny II a takové, ze v H K,

pak IT je také tplny systém logickych spojek.

3.7.3 Uplné systémy logickych spojek.

1.

Mnozina A = {—,V} tvofi uplny systém logickych spojek.

Vime, ze {—, A, V, =} tvoii tplny systém logickych spojek. Proto budeme-
li umét ,vytvorit* formule a A b a a = b pomoci spojek — a V, budeme
védét, ze A = {—,V} tvofi Gplny systém logickych spojek. Plati:

(a=b)H (—aVvd) a (and)H —(-aV-b).

. Mnozina A = {—, A} tvofi plny systém logickych spojek.

Vyuzijeme pfedchoziho tvrzeni: protoze mnozina A = {—, vV} tvofi uplny
systém logickych spojek, sta¢i ovérit, ze V mulzeme ,vytvofit“ pomoci
logickych spojek —, A. Pfritom

(aVbd) H —(—a A -bd).

Mnozina A = {—, =} tvofi Gplny systém logickych spojek.

Obdobné jako vySe si stac¢i uvédomit, ze

(a=b) H —(aA—-b) nebo (a=10b)H (-aVb).

Mnozina {A,V, =, <} (a tudiz ani zaddna jeji podmnozina) netvoii Gplny
systém logickych spojek.

Staci si uvédomit, ze kazda formule obsahujici pouze spojky A, V, =
a & je pravdiva v pravdivostnim ohodnoceni ug, v némz jsou pravdivé
vSechny elementarni vyroky. OvSem formule —a je v tomto ohodnoceni ug
nepravdiva.
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5. Kazda z mnozin {|} a {|} je Gplny systém logickych spojek.

Uvazujem nejprve spojku {|}. Vyuzijeme fakt, ze {—, A} tvo¥i Gplny systém
logickych spojek. Staéi proto ,vytvofit“ spojky — a A pomoci spojky |. A
to je mozné, protoze

—aH (afa) a (anb)H~(a]b)H (ab)](a]b).

Pro spojku | postupujeme analogicky, pouze pouzivame {—, V} jako tplny
systém logickych spojek misto mnoziny {—, A}. Méme

—aH(ala) a (avb)H—(alb)H (alb)] (alb).

3.8 CNF a DNF

Kazdé formuli o n logickjch proménnych odpovida pravdivostni tabulka. Na
tuto tabulku se mtizeme divat jako na zobrazeni, které kazdé n-tici 0 a 1 pfirazuje
0 nebo 1. Ano, fadek pravdivostni tabulky je popsan n-tici 0 a 1, hodnota
je pak pravdivostni hodnota formule pro toto dosazeni za logické proménné.
Zobrazeni z mnoziny vSech n-tic 0 a 1 do mnoziny {0, 1} se nazyva booleovskd
funkce. Naopak plati, ze pro kazdou booleovskou funkci existuje formule, ktera
této funkci odpovida. Ukazeme v dalsim, ze dokonce mutzeme volit formu
ve specidlnim tvaru, v tzv. konjunktivnim normadlnim tvaru a disjunktivnim
normdlnim tvaru.

3.8.1 Booleovska funkce. Booleovskou funkci n promeénnych, kde n je pii-
rozené ¢islo, rozumime kazdé zobrazeni f:{0,1}™ — {0, 1}, tj. zobrazeni, které
kazdé n-tici (z1,22,...,2,) nul a jedni¢ek pfifazuje nulu nebo jednicku (ozna-
Cenou f(x1,xa,...,T,)).

3.8.2 Disjunktivni normalni tvar. Literdl je logickd proménné nebo ne-
gace logické proménné. Rekneme, Ze formule je v disjunktivnim normdlnim
tvaru, zkracené v DNF), jestlize je disjunkci jedné nebo nékolika formuli, z nichz
kazda je literdlem nebo konjunkci literalu.

Poznamenejme, Ze literdlu nebo konjunkci literald se také tikd minterm.
Jestlize kazdy minterm obsahuje vSechny proménné, fikdme, Ze se jedna o uplnou

DNF.

3.8.3 Véta. Ke kazdé booleovské funkci f existuje formule v DNF odpovi-
dajici f.

Zdtvodnéni: Predpokladejme, ze funkce f nabyva v aspom jednom fadku
hodnotu 1. Pro kazdy radek, ve kterém Booleova funkce f nabyva hodnotu 1,
utvorime jeden minterm o tolika literalech, kolik mame proménnych. Minterm
tvorime takto: Jestlize v daném fadku proménna x méla hodnotu 1, do mintermu
dame literal z, jestlize méla hodnotu 0, ddme do mintermu literal —z. Vysledna
formule je disjunkce mintermt odpovidajicich jednotlivym fadktm, ve kterych
méa funkce f hodnotu 1. Neni tézké se pfesvédcéit, ze takto utvorena formule
odpovida dané Booleové funkci f.
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3.8.4 Poznamka. Jestlize funkce f nenabyva jenom hodnotu nula, pak for-
muli utvorené v predchozim zdtvodnéni se také rika formule v uplném disjunk-
tivnim mormdlnim tvaru. Je to proto, ze vSechny jeji mintermy obsahuji tolik
literalf, kolik proménnych m4 funkce f. Casto je mozné tuto formuli zjednodu-
sit.

3.8.5 Dusledek. Ke kazdé formuli o existuje formule 3, kterd je v DNF a
navic o H .

3.8.6 Konjunktivni normalni tvar. Rekneme, ze formule je v konjunktiv-
nim normdlnim tvaru, zkracené v CNF, jestlize je konjunkci jedné nebo nékolika
formuli, z nichz kazda je literadlem nebo disjunkci literdlu.

Poznamenejme, ze literdlu nebo disjunkci literalt se také fiké mazterm nebo
klausule. Jestlize kazda klausule obsahuje vsechny proménné, rikame, Ze se jedna
o uplnou CNF.

3.8.7 Véta. Ke kazdé booleovské funkci f existuje formule v CNF odpovi-
dajici f.

Zdtvodneéni: Jestlize funkce f nabyva jenom hodnoty 1, pak odpovida
tautologii a tu lze vyjadrit formuli x V —z. Uvédomte si, Ze tato formule je
v CNF, sklada se totiz z jedné klausule. Jestlize Booleova funkce f nabyva
aspon v jednom fadku hodnoty 0, popiSeme mintermy vSechny fadky, v nichz
je hodnota funkce f rovna 0 a utvofime formuli, kterd je konjunkci vsech
negaci mintermi. Pouzitim de Morganova zadkona dostaneme hledanou formuli
v konjunktivnim normalnim tvaru.

3.8.8 Poznamka. Jestlize funkce f nenabyva jenom hodnotu jedna, pak
formuli utvorfené v predchozim zdtvodnéni se také fika formule v upiném
konjunktivnim normdlnim tvaru. Je to proto, ze vSechny jeji maxtermy obsahuji
tolik literalt, kolik proménnych méa funkce f.

3.8.9 Dusledek. Ke kazdé formuli « existuje formule 3, ktera je v CNF a
navic a H .

3.9 Booleovsky kalkul

Vime, Ze pro pravdivostni ohodnoceni formuli plati:

u(aVvd) = max{u(a),u(d)} = max{x,y},
u(aAb) = min{u(a),u(db)} = min{z, y},
u(-a) = 1l—wu(a)=1-=za.

kde z = u(a), y = u(b).

3.9.1 Booleovské operace. To motivuje zavedeni booleovskych operaci
(pro hodnoty 0, 1):

soucin x-y = min{z,y},
logicky soucet x+y = max{z,y},
doplnék T = 1—u=x.
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Pro tyto operace plati rada rovnosti, tak, jak je zname z vyrokové logiky:
3.9.2 Tvrzeni. Pro vsechna z,y,z € {0,1} plati:
l.xx=z, x+x=ux;

2.z y=y-r,xty=y+u

oz (y-2)=@y -z z+y+z)=(@+y) +2

4. z-(y+x)=z x+ (y - z) =x;

Soa-(y+z)=(@ y+(@-2), 24+ 2)=(@+y) - (z+2)
6. T =ux;

1. TTYy=7 5, T G=F+T

. xz+x=1,z-c=0;

9. 2-0=0,z-1=ux;

10. z+1=1, z2+0==.

3.9.3 Booleovské funkce v DNF a CNF. Nyni mizeme pro booleovskou
funkci psat pomoci vyse uvedenych operaci, napr.

f(2,y,2) =TYZ+TY2+TYZ+Tyz+ayz

a fikat, Ze jsme Booleovu funkci napsali v disjunktivni normdini formé. Rovnost
opravdu plati; dosadime-li za logické proménné jakékoli hodnoty, pak prava
strana rovnosti urcuje hodnotu booleovské funkce f. Obdobné jako jsme boole-
ovskou funkci f napsali v disjunktivni normalni formé, muzeme ji také napsat
v konjunktivni normdlni formé a to takto:

fy,z)=@T+y+2) @T+7+2) T +y+7)

3.9.4 Véta. Kazdou booleovskou funkci lze napsat v disjunktivni normalni
formé i v konjunktivni normalni formé.
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