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Kapitola 5

Rezoluéni metoda v
predikatové logice

Rezoluéni metoda v predikatové logice je, jak napovidé jeji nazev, obdobna stej-
nojmenné metodé ve vyrokové logice. Ovsem vzhledem k bohatsi vnitini struk-
a je zakladem programovaciho jazyka Prolog.

Nejprve zavedeme literdly a klausule v predikatové logice.

5.0.8 Literal. Literdl je atomickd formule (tzv. pozitivni literdl), nebo ne-
gace atomické formule (tzv. negationd literdl). Komlementdrni literdly jsou dva
literaly, z nichz jeden je negaci druhého.

5.0.9 Klausule. Klausule je sentence takova, ze vsechny kvantifikatory jsou
obecné a stoji na za¢atku sentence (na jejich poradi nezélezi) a za nimi nasleduji
literal nebo disjunkce literalu.

Tedy napi. R(a,b), Yo (=P(z) V Q(a,b)), VeVy (R(z,y) = P(z)) jsou
klausule; 3z P(z), Va —(P(z) = Q(z)) nejsou klausule.

5.1 Prevedeni sentence na klausalni tvar

Nejprve vyfesime, jak pro danou mnozinu formuli M najit mnozinu klausuli S
takovou, Ze mnozina M je splnitelnd praveé tehdy, kdyzZ je splnitelnd mnozina S.
(Vsimnéte si, Ze tentokrat nepozadujeme, aby mnoziny S a M byly tautologicky
ekvivalentni — to totiz obecné neni mozné.)

Jedna se o obdobu konjunktivni normalni formy pro danou formuli ve vy-
rokové logice. Toto nam nésledné pomtze vyuzit rezoluéni metodu pro zjisténi,
zda dand mnozina sentenci je splnitelna i zda dana sentence sémanticky vyplyva
z dané mnoziny sentenci.

5.1.1 Tvrzeni. Pro kazdou sentenci ¢ existuje mnozina klausuli S, takov,
ze sentence ¢ je splnitelna pravé tehdy, kdyz S, je splnitelna.

5.1.2 Uvedeme postup, kterym pro danou sentenci ¢ zkonstruujeme mno-
zinu klausuli S,.
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1. Piejmenujeme proménné formule ¢ tak, aby kazdy vstup kvantifikatoru
vézal jinou proménnou. (Tj. nap¥. formuli Vo P(z) VVx Q(z, a) nahradime
formuli Vo P(x) V Yy Q(y, a).)

2. Spojky =, < nahradime spojkami —, V a A na zdkladé znadmych tautolo-
gickych rovnosti
a=0 H -avVvp
as B H O (haVvE)A(aVv-p)

3. Pfesuneme spojku — ,,co nejnize” v deriva¢nim stromu formule, tj. az pred
atomické formule. Pouzijeme k tomu vztahy

-dJza H Vr-a
Vea H Jr-a
~(avp) H —aA-8
(aAp) H —av-op

-—a H o«

4. Pfesuneme spojku V ,co nejnize“ v derivacnim stromu formule pomoci
vztaht

aV(@Enry) H (aVBAlaVy)
av{Vzp8) H Va(aVvp)
aV(@zp8) H Jx(aVvp)

Pritom davame prednost prvni rovnosti. Teprve v pfipadé, Ze prvni rovnost
nelze aplikovat, pouzivame dalsi dvé rovnosti. Uvédomte si, ze druha
rovnost je opravdu tautologickd ekvivalence pouze proto, Ze formule «
neobsahuje proménnou « (viz krok 1).

5. Pouzijeme tautologickou ekvivalenci

Ve(anp) H MVza)AVzp)

k distribuci obecného kvantifikdtoru. Jestlize nyni formule neobsahuje
existen¢ni kvantifikator, mame formuli v, ktera je konjunkci klausuli. Tuto
formuli tedy nahradime mnozinou S, jejich klausuli.

V pripadé, ze formule 1) obsahuje existen¢ni kvantifikdtor, provedeme
skolemisaci, ktera je vysvétlena v dalsi ¢asti.

5.2 Skolemizace

Poznamenejme, ze terminy ,,skolemizace”, ,,skolemizacni konstanta“ a ,,skolemi-
zacni funkéni symbol“ jsou odvozeny od jména norského matematika — logika
Thoralfa Skolema.

Ve vsech predchozich krocich uvedeného postupu jsme vzdy nahrazovali
formuli formuli s ni tautologicky ekvivalentni; v poslednim kroku pak formuli
1 mnozinou klausuli opét s 1) tautologicky ekvivalentni. To uz neni pravda
pro skolemizaci. Zde nahradime formuli 1) formuli )’ takovou, Ze formule 9 je
splnitelnd pravé tehdy, kdyz je splnitelna formule ¢’ (obecné ale ne pro stejnou
interpretaci). Dfive neZ ukdzeme obecny postup, uvedeme dva ptiklady.
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5.2.1 Piiklad 1. Najdéme klausuli ¢’, kterd je splnitelnd pravé tehdy, kdyz
je splnitelnd sentence ¢ = 3z P(x).

5.2.2 Reseni ptikladu 1. Vezméme sentenci ¢/ = P(a), kde a je néjaky
novy konstantni symbol. Neni obtizné nahlédnout, ze formule v je tautologickym
dutsledkem formule 9. Kdykoli v néjaké interpretaci (U, [—]) je pravdiva formule
1/, pak je v této interpretaci pravdiva i formule 1). Naopak to vSak neplati,
miZe existovat interpretace, kterd konstantni symbol a interpretuje tak, ze [a]
je zrovna néktery prvek z U, ktery nelezi v [P] (tj. nem4 vlastnost P). Na
druhé strang, kdykoli formule 1 je pravdiva v interpretaci (U, [—]), pak existuje
prvek dy € U takovy, ze dy € [P]. To znamen4, Ze zménime-li pfifazeni [—] tak,
7e konstantni symbol a interpretujeme jako dy, pak v této nové interpretaci je
formule ¢’ pravdiva.

Proto formuli 3z P(z) nahradime formuli P(a).

Konstantni symbol a pouzity v minulém prikladé, se nazyva skolemizacni
konstanta.

5.2.3 Piiklad 2. Najdéme klausuli ¢’, kterd je splnitelnd pravé tehdy, kdyz
je splnitelnd sentence ¢ = Va Jy Q(z, y).

5.2.4 Reseni piikladu 2. Kdybychom polozili 1’ = V2Q(z,a), dostaneme
klausuli, kterad je podstatné ,silngjsi“ nez ptvodni formule ¢ [uvédomte si, Ze
formule ¢’ by podle ptredchoziho piikladu odpovidala formuli JyVz Q(z,y)].
Doporucujeme Ctenéii, aby si zjistil vyznam obou formuli pfi interpretaci, kdy
U je mnoZina pfirozenych ¢isel a Q(z,y) znamend, Ze pfirozené ¢islo = je mensi
nebo rovno prirozenému cislu y.

Formuli ¢ nahradime formuli ¢/ = VzQ(z, f(x)), kde f je novy unarni
funkéni symbol. Nyni jiz opét plati, ze formule 1) je splnitelna pravé tehdy, kdyz
je splnitelna formule 1)’. Podrobné zdtivodnéni je podobné jako v predchozim
priklade.

Funkénimu symbolu f z minulého ptikladu se fika skolemizacni funkce.

5.2.5 Obecny postup (pokracovani boda 1 — 5 z postupu 5.1.2

6. Obsahuje-li formule existen¢ni kvantifikator, nahradime kazdou uzavienou
podformuli tvaru Ve ...V, Jy ay) formuli Va, ... Vo, a(f(z1,...,2)),
kde f je libovolny movy funkéni symbol arity n. Je-li n = 0, pouzijeme
novy konstantni symbol a. Tomuto procesu se fika skolemizace, funkc-
nimu symbolu f skolemizacni funkce, konstanté a skolemizacni konstanta.
Pokracujeme podle kroku 5 z 5.1.2.

Uvédomte si, ze proménné z1,...,xz, jsou pravé vSechny proménné vazané
obecnym kvantifikdtorem, na které narazime pfi postupu deriva¢nim stromem
od Jy smérem ke kofeni.

5.2.6 Priiklad 3. Pfevedme na klausalni tvar nésledujici formuli
v = Ve [y Q(z,y) = Yy Iz -P(z,y, 2)].

Jinymi slovy, najdéte mnozinu klausuli S, ktera je splnitelna pravé tehdy, kdyz
je splnitelna sentence .
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5.2.7 ResSeni piikladu 3. Krok 1. Pfejmenujeme proménnou y na t v
podformuli Vy 3z - P(x,y, z), dostaneme

v =V [y Q(x,y) = VtIz ~P(x,t, 2)].
Krok 2. Nahradime spojku =-:
=V [~(Fy Q(z,y)) V Vt Iz ~P(x,t, 2)].
Krok 3. Presuneme spojku — az pfed atomické formule:
=V [~y Q(z,y)) VVtIz-P(x,t,z)] H
H Jz-[-3yQ(z,y)) VVtIz—P(z,t,2)]
H 3z [FyQ(z,y) A ~(VtIz —P(x,t, 2))]

H 323y Q(z,y) AItVz P(x,t, 2)].

Krok 4 a 5 neni potfeba. Protoze sentence obsahuje existencni kvantifikatory,
provedeme skolemizaci.

Postupné odstranujeme existencni kvantifikatory a to v poradi, v jakém se
objevuji v deriva¢nim stromu.

H
H

Jz [y Q(z,y) A FtVz P(x,t,2)] ~ Ty Q(a,y) A ItVz P(a,t, z),

zavedli jsme novy konstantni symbol a misto proménné x a dosadili ho za
vSechny vyskyty proménné x.

Jy Q(a,y) AFtVz Pla,t, z) ~ Qa,b) A ItVz P(a,t, z) ~ Q(a,b) AVz P(a,c, z).

Zavedli jsme nové konstantni symboly b, c; b misto proménné y, ¢ misto pro-
ménné t. Dostali jsme formuli, ktera je konjunkci dvou klausuli, proto

Sy ={Q(a,b),Vz P(a,c,z)}.
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