Kapitola 1

Mnoziny a relace

1.1 Mohutnost mnozin

1.1.1 Priklad. V paralelce je 200 studenti, 140 z nich mluvi anglicky, 80
student mluvi némecky, 20 studentd nemluvi ani jednim z téchto jazykut. Kolik
studentd mluvi anglicky i némecky?

Vysledek. 40.

1.1.2 Priklad. Ve stejné skupiné studentu sledujeme jesté francouzstinu.
Vime, ze 40 studentd mluvi francouzsky a 5 studentii nemluvi ani anglicky,
ani némecky, ani francouzsky. Staci to k urCeni pocCtu studentt, ktefi mluvi
vsemi tfemi jazyky?

Vysledek. Nestaci; vSemi jazyky mize mluvit jakykoli pocet studentti mezi
0 a 25.

1.1.3 Priklad. Jsou dany mnoZiny A = {0,1,2} a B = {a,b}. Napiste
vSechna zobrazeni z A do B. Kolik jich je? Kterd z nich jsou prosta? Ktera
z nich jsou na?

Vysledek. Viech zobrazeni je 23, z4dné z nich neni prosté, dvé z nich nejsou
zobrazeni na mnozinu B.

1.1.4 Priklad. Najdéte priklad zobrazeni f : N — N, které
a) je prosté a neni na,
b) je na a neni prosté,
c) je prosté i na,
d) neni ani prosté ani na.

Vysledek. Kazd4 z loh mé nekonedné mnoho feSeni, uvedme nékterd: a)
f(n) =n? pron € N;
b) f(2n) = f2n+1) =npron €N;c) f(n) =npron € N;d) f(n) =1 pro
n € N.
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1.1.5 Priklad. Ukazte, Ze nemtze existovat prosté zobrazeni z kone¢né mno-
ziny A do kone¢né mnoziny B, ma-li mnozina A vice prvku nez B.

1.1.6 Priklad. Vyuzijte ptikladu 1.1.5 k tomu, abyste ukazali, Ze vybereme-
li libovoln€é 5 bodi ze ¢tverce o strané 2, pak alespoil 2 body maji vzdalenost
nejvyse /2.

Vysledek. Reseni: Rozdélme é&tverec na &tyfi stejné ¢tverce o strand 1.
Vybereme-li 5 bodt, musi aspon dva z téchto boda lezet v jednom c¢tverci.
Nejvétsi vzdalenost dvou bodit ve étverci o strané 1 je /2.

1.1.7 Priklad. Vyuzijte ptikladu 1.1.5 k tomu, abyste ukazali, Ze vybereme-
li alesponi 4 z ¢isel {1,2,...,6}, pak soucet nékterych dvou je pfesné 7.

Vysledek. Reseni: Rozdélme ¢isla 1,2, . .., 6 do tif podmnozin: {1,6}, {2,5}
a {3,4}. Vybereme-li 4 ¢isla, musime z jedné podmnoziny vybrat obé ¢isla. Ta
pak maji soucet 7.

1.1.8 Priklad. Totéz jako v piikladu 1.1.7, pouze vybirdme alespon k ¢&isel,
kde k > 5§ +1, z ¢isel {1,...,n}, n sudé. Ukazte, ze soucet nékterych dvou z nich
je presné n + 1.

1.1.9 Priklad. Ukazte, Ze zobrazeni f: A — B je prosté pravé tehdy, kdyz
pro vSechna C, D C A je

fenb)=fC)nfD),
kde f(X)={f(z) |z € X} pro X C A.

Vysledek. Reseni: Pro kazdé zobrazeni f: A — B plati f(CN D) C f(C)N
N f(D).

Predpoklddejme nejprve, Ze zobrazeni f je prosté. Vezméme y € f(C)Nf(D).
Pak existuji prvky x; € C a x5 € D tak, ze f(x1) = y = f(x2). Protoze f je
prosté, plati x1 =29 ay € f(C N D).

Pfedpokladejme nyni, Ze zobrazeni f neni prosté. Tedy existuji prvky z; #
# 19 tak, ze y = f(x1) = f(z2). Polozme C = {z1} a D = {z2}. Pak f(C'N
AD) = f() =0 ay € f(C)N f(D). Tedy f(C D) # F(C) N f(D).

1.1.10 Priklad. Necht A je definiéni obor zobrazeni f. Jakou podminku musi
spliiovat mnozina f(A), aby zobrazeni f bylo zobrazenim na mnozinu B?

Vysledek. B = f(A).
1.1.11 Priklad. Ukazte, Ze piedpis
(m,n) —2"(2n+1)—1 (m,n €N)
definuje prosté zobrazeni mnoziny N x N na N.

Vysledek. Reseni: Ukazeme, Ze zobrazeni je prosté: Jestlize 2™ (2n+1)—1 =
= 2F (214 1) — 1 pro né&jaké dvojice (m,n) a (k,1), pak 2™ (2n+1) = 2F (21 +1).
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Cisla 2n + 1 a 20 + 1 jsou lich4, proto 2™ = 2*¥ a m = k. Navic z rovnosti
2n+1 =2+ 1 plyne n = .

Zobrazeni je na: Vezméme libovolné pfirozené ¢islo p. Cislo p je bud sudé
nebo liché. Jestlize je p sudé, tj. p = 2k, je p+ 1 liché a plati

(0,k) —2°(2k + 1) — 1 = 2k = p.

Jestlize je p liché, pak p+ 1 je sudé. Oznac¢me m nejvetsi prirozené ¢islo takové,
ze p+ 1 je délitelné 2™. Tj. p+ 1 = 2™ (2n + 1) pro vhodné n. Pak

(my,n)—2"(2n+1)—1=p.

1.1.12 Priklad. Je ddna spodetnd mnozina A. Ukazte, Ze mnozina vSech
kone¢nych posloupnosti prvki z A kladné délky k je spocetnd pro kazdé k.

Vysledek. Jedn4 se o mnozinu A*. Spocetnost A* se ovéii matematickou
indukci takto: Pro k = 2 je A2 = A x A a to je spodetna mnozina. Piedpokla-
dejme, 7e A* je spoletnad mnozina. Pak AFt1 = A x A tj. kartézsky soucin
dvou spocetnych mnozin a tudiZz spo¢etnd mnozina.

1.1.13 Priklad. Ozna¢me P, mnozinu vSech polynomii stupné k, jejichz

koeficienty jsou pouze celd ¢isla. Ukazte, Ze mnozina Py je spocetna pro kazdé
k. (Navod: Pouzijte vysledek pfedchoziho piikladu.)

1.1.14 Priklad. S vyuzitim pfedchoziho pfikladu ukaZte, Ze mnozina vSech
polynomii, jejichz koeficienty jsou celd ¢isla, je spo¢etnd mnozina.

1.1.15 P#iklad. Necht NT je posloupnost viech neprazdnych koneénych po-
sloupnosti pfirozenych ¢isel, a necht

P1,P2,P3,- -
je prosta posloupnost vSech lichych prvocisel.
a) Ukazte, Ze pfedpisem
An

n,ai
ai...an v 2"pt - Dy

proas ...a, € NT je definovano prosté zobrazeni mnoZiny N™ do mnoZiny
N.

b) Najdéte n&jaké prosté zobrazeni mnoZziny N do mnoZiny NT.
¢) S pomoci Cantorovy-Bernsteinovy véty a s pomoci a) a b) ukaZte, ze N
je spocetnd mnozina.

Vysledek. b) Jedna se o zobrazeni f, které ptifazuje n +— (n) pro n € N.

1.1.16 Priklad. Je ddna neprazdnd mnozina S. Najdéte néjaké prosté zob-
razeni mnoziny S do potenéni mnoziny P(S). (Tim soucasné ukézete, ze mo-
hutnost mnoziny S neni vétsi nez mohutnost mnoziny P(S5).

Vysledek. Takovym prostym zobrazenim je napf. zobrazeni f definované
f(z)={xz} prox € S.
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