Linearni prostor

9. Odvod’te z axiomi linearity (v definici linearniho prostoru) vlastnosti: a) X + 0 =X, b) a0 = 0
pro X libovolny prvek linearniho prostoru, 0 nulovy prvek a a € R.

1.7. Véta. Pro nulovy prvek o linearniho prostoru L plati vlastnosti:
(1) z+o==x Ve e L,
(2) a-o0o=o0 Ya € R,
(3) NechtzeL. Jelli a-x=0 a a#0, pak z=o0.
Dukaz. Pouzijeme vlastnosti z definice 1.6. Pro prehlednost piseme nad rovnitka ¢islo pouzité vlastnosti.
7 (6) (5) i (6)
Q) z+02240291.2+0.2¥2014+0) - 2=1.2%.

T F (3) 4 (7)
@) a-0ZLa-(0-a 2 (o 0)-2=0-2< .

(6) 1 (3) 1 (z predpokladu) 1 (vlastnost (2) véty 1.7)
(3) LBA-]-LIZ—<—L1'>-:E:——'((1-.'1.7\ = —-0 = 0.
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10. Ovérte podrobng, ze R" s obvyklym +, - tvo¥i linearni prostor.
Naésledujici priklad je pro R?, pokud bychom chtéli rozvinout obecné pro R", pak je nutno provést
pro tento obecny piiklad:

R" a R"; si napiseme ve tvaru (@, ay, ..., an) a (by, by, ... by)
Napt. s¢itani: (a; + by, az + by, ..., an + by), pro dalsi axiomy linearity je to pak obdobné.
(Viz Priklad 1.11 na konci této otazky.)

1.3. Priklad. Necht R? je mnozina vSech uspofédanjch dvojic redlngch &isel, tj. R? = {(a,b);a € R,

b € R} (symbolem R oznatujeme realna &isla, slozky uspoiddané dvojice piseme do kulatych zavorek a
oddélujeme ¢arkou). Definujme s¢itdni dvou uspotradanych dvojic:

df
(a,0) ® (¢,d) = (a+¢,b+d) (11)
a nasobeni uspofadané dvojice redlnym &islem o € R:
daf
a®(a,b) = (aa,ab). (1.2)
Vsimneme si, Ze jsme definovali operaci @ s¢itdni objektt tak, Ze vysledek s¢itani je zase uspofadana
dvojice. Stejné soucin © realného &isla s uspofddanou dvojici je zase uspofadand dvojice, tedy prvek
mnoziny R?. NaSe s¢itani je tedy operace, do které vstupuji dva prvky mnoziny R? a vystupuje z ni
prvek mnoziny R?. NaSe nasobeni je operace, do které vstupuje realné é&islo a prvek z R? a vystupuje

z ni prvek z R2. Tuto skutecnost zapiSeme pomoci kartézského soudinu mnozin:

@®: R? x R? - R?, ®:R xRZ > R2, (1.3)



1.6. Definice. Linedarnim prostorem nazyvame kazdou neprédzdnou mnozinu L, na které je definovano
sCiténi +: L x L — L a nasobeni redlnym dislem -: R x L — L a tyto operace spliuji pro kazdé
xelLyelL,ze L,a € R, € R vlastnosti:

(1) z4y=y+=x (komutativni zdkon séitani),

(2) (x+y)+z==xz+ (y+=2) (asociativni zakon s&itani),

3) a-(B-z)=(af) = (asociativni zdkon nésobeni),

4) a-(z+y)=a-z+a-y (distributivni zédkon pro s¢itani prvkd z L),
5) (a+p)z=a-z+0-z (distributivni zdkon pro s¢itani éisel),

6) 1lz—=a (vlastnost redlného &isla 1),

(7) existuje o € L, ze pro kazdé x € L je 0- & = o (existence nulového prvku).

1.9. Priklad. UkiZeme, 7e mnozina R? z pifkladu 1.3 se s¢itdnim a nasobenim skaldrem podle defi-
nic (1.1) a (1.2) tvori linedrni prostor. Misto znakt ,,®“ a ,,©0“ budeme nadéle pouzivat znaky,+“ a ,,-“.
Nejprve je tieba zjistit, zda operace ,+“ a ,-“ jsou skuteéné definoviny zpusobem, jak pozaduje
definice 1.6, tj. zda plati +: R? x RZ — R? a -: R x R? — R2. To jsme ale uz ovéfili difve, viz (1.3).
Déle zjistime platnost vlastnosti (1) a% (7) z definice 1.6. Vlastnost (1) jsme podrobné ovéfovali
v prikladu 1.3. Pokracujeme tedy vlastnosti (2). Pro kazdé a,b,c,d, e, f € R plati:

((a,b) + (¢, d)) + (e, f) = (@a+c,b+d)+ (e, f) = ((a+c)+e,(b+d) + f) =
= (a+(c+e€),b+ (d+ f)) = (a,b) + (c+e,d+ f) = (a,b) + ((c,d) + (e, f))-

Pti Gpravach jsme nejprve dvakrat pouZili definici (1.1), pak jsme v jednotlivych slozkich vyuzili toho,
%e pro s¢itani redlnych &isel plati asociativni zdkon a koneiné jsme zase dvakrat pouzili definici (1.1).
Nyni dokdZeme dalsi vlastnosti. Pro kazdé a,b,c,d, o, 8 € R plati:

(3) o (8- (@) =a-(8a,6b) = (a(Fa),a(8Y) = (@B)a,(@h)b) = (@h) (a,b),

4) o ((a,b)+(c,d)) =a-(a+cb+d) = (a(a+c),a(d+d) =(aat+ac,ab+ad) =
= (aa,ab) + (ac,ad) = a(a,b) + a(cd),

(5) (a+p8) (a,b)=((a+B)a,(a+p)b) =(xa+Ba,ab+pb) = (aa,ab)+ (Ba,Bb) =
= a(a,b) + B(a,0),

(6) 1-(a,b)=(1a,1b)=(a,b),

(7) dvojice (0,0) splituje: (0,0) =0 - (a,b), protoze 0 - (a,b) = (0a,00) = (0,0).

Pouzili jsme nejprve definice (1.1) a (1.2), pak jsme vyuzili vlastnosti redlnych Cisel v jednotlivych slozkidch
dvojice. Nakonec jsme znovu pouZili definice (1.1) a (1.2).

Vidime, Ze nulovym vektorem linedrniho prostoru R? je dvojice (0,0). Podle konvence ze zavéru
definice 1.6 jsme opravnéni uspofadanym dvojicim se s¢itdnim a ndsobenim podle definic (1.1) a (1.2)
tikat vektory.

Ptiklad pro R":



1.11. Priklad. Znakem R" oznacime mnozinu vSech uspofddanych n-tic redlnych é&isel, (n je né&jaké
prirozené ¢islo, n > 1). Jinymi slovy:

R" ={(a1,a2,...,a,);a1 € R, a2 €R, ..., a, € R}.

Definujme +: R” x R® — R", -: R x R® — R" takto: pro kazdé (ai,...,a,) € R", (b1,...,b,) € R",
aeRje
(a'17"'7(]'7‘h) + (blv- .- 7bn) g (al +bl7' cyQn +bn):

if
a'(alv---aan)(:

Mnozina R"™ s takto definovanymi operacemi tvori linearni prostor.

Dtikaz bychom provedli analogicky jako v pfikladu 1.9, ale pro tsporu mista to jiz nebudeme opa-
kovat. Vidime tedy, %e uspofddané n-tice s takto definovanym séitdnim a nasobenim skaldrem muiZeme
nazyvat vektory. Specidlné v pripadé usporadanych n-tic mluvime o aritmetickijch vektorech. Cislo a;
nazyvame i-tou slozkou vektoru a = (ay, az,...,a,).

11. UkaZte, Ze mnoZina nekoneénych posloupnosti s + a - definovanym ,,po slozkach* tvori LP.
Posloupnost = nekone¢na fada n-tic.

Dejme tomu, Ze jednotlivé posloupnosti zna¢ime L, Ly, ... Lp.

Pokud mame definovat s¢itani a nasobeni skalarem po slozkach, tak vezmeme vsechny prvky
libovolné posloupnosti Lj {X1, X2, ..., Xin} @ libovolné posloupnosti L {y1, Y2, ..., Yint} @ Seéteme je.
Tim vznikne opét nekone¢na posloupnost { X1+Y1, Xo+ Y2, -y Xinf+Yint}-

S nasobenim je to obdobné.

To znamend, ze mnozina nekonecnych posloupnosti je uzaviena na operace + a ., tzn. ze plati
kartézsky souCinpro+a . tj. “+>LxL—>La“”: RxL—> L.

1.74. Cvideni. Nechf (a;) jsou nekonecné posloupnosti redlnych &isel. Definujte
soudet: (a;) + (b;) = (a; +b;) a nasobek realnym &islem: «(a;) = (aq;).

UkazZte, Ze mnoZina vSech nekone¢nych posloupnosti s takto definovanym séitdnim a ndsobenim skaldrem
tvofi linedrni prostor.

1.74.3 ReSeni. Soucet posloupnosti je posloupnost, a-nasobek posloupnosti je posloupnost. Vlastnosti (1)-(7)
ovefime stejné, jako v piikladé 1.9. Ukazu jen ovéfeni vlastnosti (3), ostatni si propo&ita laskavy étenas
sam. Posloupnost (a;) je pro vétsi nizornost oznacena jako (ag.ay. as, .. ). Plati: a(B(ag, a1, as....)) =

a(Bag, Bay, Bas, . ..) = (afBay. afay. aBas, . ..) = (aB)(an, ay. a9, . . .).
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12. Pro¢ je mnoZina vSech posloupnosti s limitou=0 linearnim podprostorem LP v§ech
posloupnosti?

Posloupnost = nekone¢na fada n-tic s limitou = 0.

Podmnozina M linearniho prostoru je sama LP, pokud pro u, vz M plati u + v & M a pro vSechna
realna Cisla a plati au & M.

1.75. Cvi€eni. Necht M je mnoZina viech nekoneénych posloupnosti redlnych ¢&isel (c;) s vlastnosti:
a) lime; = 3 pro i — oo,
b) lim¢; = 0 pro i — o0,
¢) (¢i) je konvergentni posloupnost,
d) ¢; # 0 jen pro koneéné mnoho 7 € {0,1,2,...} (tzv. posloupnosti s koneénym nosicem),
e) Ciy2 = Cj +¢i41 pro viechnai € {0,1,2,...} (pro cg = 0, ¢; = 1 je to tzv. Fibonacciho posloupnost),
f) (ci) je geometricka posloupnost, tj. existuje q € R. tak, 7e ¢; = coq* pro viechna i € N,
g) ¢ je nezéporné pro lichd i a je nekladné pro suda i,
h) (¢;) je omezena posloupnost,
i) (ci) je posloupnost tvaru (x,y, 2z, 7,y,2,2,¥, 2,...) pro néjaké z,y,z € R.
Rozhodnéte, zda M tvoii linearni podprostor linedrniho prostoru viech nekoneénych posloupnosti.

1.75.% ReSeni. M jsou ve viech piipadech podmnoziny linearniho prostoru viech posloupnosti. Staéi tedy

ovétit, zda soucet prvkii z M lezi v Al a a-nasobek prvku z M lezi v M.

— (a) Soucet posloupnosti s limitou 3 je posloupnost s limitou 6, tj. nelezi v M, tj. M neni linearni
podprostor.

— (b) Soucet posloupnosti s limitou 0 je posloupnost s limitou 0, c-nasobek taky. A/ je linedrni podprostor.

— (c) Soucet konvergentnich posloupnosti je konvergentni posloupnost. a-nascbek taky (je to cviceni spise
do tvodniho kurzu matematické analyzy). M je linearni podprostor.

— (d) Soucet posloupnosti s koneénym nosi¢em K a K5 ma koneény nosic. ktery je podmnozinou Ky U K.
a-nasobek posloupnosti s kone¢nym nosicem ma (pro a # 0) stejny nosi¢ a pro o = 0 je nosi¢em prazdna
mnozina. Tedy nosi¢ je koneény. M je linedrni podprostor.

— (e) Necht (¢:) a (di) jsou posloupnosti, které spliiji ciyo = ¢; + cig1, diso = d; - dit1. Pak eiy0 +divn =
¢ +di + i1+ digg. tedy (¢ +d)ipa = (e +d); + (e +d)iyq. Také ey = qe; + aciyq. Takze M je
linedrni podprostor.

— (f) Necht ¢; = cop', d; = dog'. Pro p # ¢ neni soucet (¢;) +(d;) geometricka posloupnost. M neni linedrni
podprostor. Kdyby M, byla mnozina vsech geometrickich posloupnosti se stejuym kvocientem ¢, pak
M, tvori linedarni podprostor.

— (g) M neni linearni podprostor: staé nenulovou posloupnost nasobit Eslem —1.

— (h) Soucet posloupnosti omezengch konstantami K, Ko je posloupnost omezena konstanton K7 + Ao,
také a-nasobek posloupnosti omezené konstantou K je posloupnost omezena konstantou laf K. Takze
Al tvori linedarni podprostor.

= (1) (z,v.2.2,9,2,...)+(a,b,c,a,b,c....) = (z+a,y+b, 2+ c, 2 +a, y+b,z+c. .. Ve LAY B A B ) =2
(a2, oy, oz, ax, 0y, az.. . ). tedy M je linearni podprostor.
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13. Pro¢ mnoZina M = {(a, b, ¢, d), |a| = |b|, |¢| = |d|} neni podprostorem R*?
nejlépe uvést na piikladu

zM={(a, b, c, d), |a] =|b|, c| = |d|} vybereme dva konkrétni prvky takto:

(1,-1,0,0) £Ma(1,1,0,0) €M

nyni ovétime, zda plati +a .

+:(1,-1,0,0)+(1,1,0,0)=(2,0,0,0) = neni & M, aproto vyse definovand mnozina neni
podprostorem R*

1.20. Piiklad. Uvazujme M C R™, M = {(a,q,...,a); a € R}. Pfedpokldddme tedy, %e¢ mnoZina
M obsahuje takové n-tice, ve kterych se vSechny slozky vzdjemné rovnaji. UkdZeme, Ze M je lineirni
podprostor linearniho prostoru R™.

Staci pro mnozinu M dokazat vlastnosti (1) a (2) z definice 1.17. Plati (1) soudet dvou uspotradanych
n-tic, ve kterych se slozky rovnaji, je uspofaddand n-tice, ve kterych se slozky rovnaji. (2) vyndsobenim
usporadané n-tice, ve které se slozky rovnaji, redlnym d¢islem, dostidvame zase usporadanou n-tici, ve
které se slozky rovnaji.

1.21. P¥iklad. Uvazujme mnoziny M C R?* N C R? a § C R?, které jsou definovany takto:

M = {(z,y,2); z+ 2y =0, z libovolné },
N = {(z,y,2); 2 +y — z =0},
S={(z,9,2); 2z +y—z=3}.

Ukézeme, Ze M a N jsou linedrnimi podprostory linedrniho prostoru R2, zatimco S neni linedrnim
podprostorem linedrniho prostoru R®.

Ovérime vlastnost (1) z definice 1.17: Necht (21, y1,21) € M a (22,92, 22) € M. Pak plati z;+2y; =0
a z2 + 2y2 = 0. Pro soucet (z1 + x2,y1 + y2,21 + 22) plati z1 + 2y; + 22 + 2y = 0 (seletli jsme

pfedchozi rovnice), tj. (z1 + 22) + 2(y1 + y2) = 0, takZe i soudet lezi v mnozing M. Nyni vlastnost (2):
Jestlize (z,y,z) € M, a € R, pak plati z + 2y = 0. Vynésobenim rovnice &slem o dostavame, Ze 67
ax+2ay = 0, coZ ale znamend, Ze i trojice « - (z,y,2) lezi v mnoZiné M. Ovéfeni, Ze mnoZina N je
linedrnim podprostorem, lze provést podobné.

Mnozina S neni linedrnim podprostorem, protoze napiiklad 0 - (z,y,z) = (0,0,0), coZ je ale prvek,
ktery nelezi v S. Neplati totiz 2-0+0—0 = 3.

14. Zdivodnéte, pro¢ prinik linearnich podprostori je linearni podprostor a sjednoceni
linearnich podprostori nemusi byt linearni podprostor.

1.22. Véta. Necht M C L a N C L jsou linedrni podprostory linedrniho prostoru L. Pak plati:

(1) M NN je linearni podprostor linearniho prostoru L.

(2) M U N nemusi byt linedrni podprostor linedrniho prostoru L.

Dikaz. (1) Z ptredpokladii véty a definice 1.17 vime, ze poxe M,ye M,aceRjex+y € M a
a-x € M. Totéz plati pro mnozinu N. Pokud nyni € € M NN, y € M NN, pak x i y leZi soudasné
v M 1N, takze plati, 2e x +y e M, a-z € M asoutasné x +y € N, a-x € N. Prvky x +yaa-x
lezi v obou mnozindch M a N soucasné a to neni jinak moZné, ne# e lezi v pruniku téchto mnoZin.

(2) Abychom ukézali, Ze sjednoceni M U N nemusi byt linedrnim podprostorem, sta¢i najit vhodny
piiklad. Necht M = {(a,0);a € R}, N = {(0,b); b € R}. Je zfejmé, #e M a N jsou linearnimi
podprostory linedrniho prostoru R2. Sjednocenim t&chto mno#in Je mnozina usporddanych dvojic, pro
které je prvni nebo druhd slozka nulovd. Vezmeme nyni (1,0) € M UN a (0,1) € M U N. Soucet
(1,0) +(0,1) = (1,1) je uspofédand dvojice, ktera nelezi ve sjednoceni M U N.



