Polynomy
1. Pro¢ korenovy cinitel déli polynom beze zbytku.

11.41. Definice. Kofen polynomu p je takové &slo @ € C, pro které je p(a) = 0. _Pc.)kud a je kofen
polynomu p, pak polynom dany vzorcem z—a pro viechna z € C nazyvame kofenovy ¢initel polynomu p.

Skripta 11.42 str. 170
11.42. Véta. Polynom p je délitelny svym kofenovym éinitelem.

Dukaz. Zbytek po déleni polynomu p polynomem r — a ma podle véty 11.31 stupeil men#i nez 1, tedy
jedn4 se o konstantu. Ozna&me ji . Pro vechna z € C plati: p(z) = 7(z) (z — @) + c. Po dosazeni z = o
méame p(a) = r{a)-0+c = c. ProtoZe a je kofen, je p(a) = 0, takZe ¢ = 0. Skuteéné tedy polynom z —
déli polynom p beze zbytku.

11.43. Poznamka. Necht oy je kofen nenulového polynomu p. Zatim ponechime stranou problém
hledéani kofene a spokojime se s tim, Ze kofen polynomu p existuje a oznafime jej a. Podle pfedchozi
véty je mozné délit kofenovym Einitelem, neboli p(z) = r1(z) (z — ;). Z této rovnosti plyne, Ze viechny
kofeny polynomu r; jsou zaroveil kofeny polynomu p. Polynom p méa kromé kofenti polynomu r; navic
jen kofen ;. Je tedy moZné hledat dalj kofeny polynomu p tak, Ze najdeme kofeny polynomu ;. Pfitom
tento polynom ma podle véty 11.28 o jednicku mensi stupeii, neZ md polynom p.

Necht a3 je kofen polynomu ry. Mame tedy p(z) = r2(z) (z — a1) (z — az). Dalsi kofeny polynomu p
miiZeme hledat tak, Je najdeme kofeny polynomu r;. Uvahu opakujeme tak dlouho, a% se polynom r;
stane konstantnim polynomem nebo aZ nastane situace, Ze polynom r; nebude mit kofeny. Postup skonéi
uréité po koneéné mnoha krocich, nebot stupné polynomu r; se snizuji. V zavéru tedy mame

p(z) =rm(z) (z — 1) (. — a2) -~ (z — am), (11.4)

kde 7y, je polynom bez kofenii (véta 11.49 ukaZe, 7e takovy piipad nastéva jen pro konstatni polynom)
a a; jsou viechny kofeny polynomu p. V zipise (11.4) se mohou né&které kofeny «; vyskytovat vicekrat.
Takovym kofeniim Fikdme vicendsobné, viz nisledujici definice.
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2. Proc celoCiselny kofen polynomu s celo¢iselnymi koeficienty déli a.

11.58. Véta. Necht polynom p ma celotiselné koeficienty ag,az,...,an. Je-li @ celoﬁiseln)'rlrn kotenem
polynomu p, pak a déli koeficient ag-

Diikaz. Véta je specialnim pfipadem nasledujici véty pro d = 1.
11.59. Véta. Necht polynom p stupné n ma celociselné koeficienty ao, a1, ..., an. Je-li @ = § racionlnim
kko¥enem polynomu p a &isla ¢, d jsou celd nesoudélnd, pak ¢ déli ag a d déli a,.

Dukaz. ProtoZe § je kofen, plati

+a1 = +az (5) g T (5) =0
ao+a=+as (= cedan =) =0
0 1 a 2 d n d
Po pievedeni gp na druhou stranu rovnosti, vynésobeni rovnosti ¢islem d™ a vytknuti éisla ¢ dostavame

c{a1d™ ! + azcd™ 2 + azc®d® 3 + .- 4 anc™ ) = —aod™.

Cislo e = —d" je nesoudélné s ¢ a uvedena zavorka obsahuje celé &islo, které oznatime k. Vye uvedend
rovnost ma tvar ¢ - k = ag - e. Cislo ¢ tedy musi délit ap. Nyni vyjadiime z pavodni rovnosti ay,:

d(apd™ ! + ayed™ 2 + I e i T R an—1¢""1) = —a,c”.

Podobnou tGvahou jako pfed chvili dospivame k zavéru, ze d musi délit a,,-
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3. Dokazte, ze ke kazdému kofenu polynomu s realnymi koeficienty existuje kofen komplexné
sdruzeny.

x =T pravé kdyz x € R, protozea + 0i=a —0i=a

11.65. Poznamka. V piikladech 11.61, 11.62, 11.64 vysly komplexni kofeny vzdjemné po dvou kom-

plexné sdruzené. Nasledujici véty ukazuji, Ze se nejedna o ndhodu, ale pro polynomy s realnymi koeficienty
je to zakonita vlastnost.

11.66. Véta. Je-li @ kofen polynomu p s realnymi koeficienty, pak komplexné sdruZené ¢islo @ je také
kofenem polynomu p.

Diikaz. Pfipomenu, Ze komplexné sdruZené éislo znacime pruhem nad &islem a definujeme jako &islo
s opanou imaginarni éasti, tj. a + ib = a — ib. Déle je potfeba pfipomenout zékladni vlastnosti:
z =7 pravé kdyz z € R, protoZze a+0i = a — 0 = a.
EF+y=z+y, protozea+ib+c+id=a+c—i(b+d)=a+ib+c+1d.
Ty = TF, protoze (a — ib)(c — id) = ac — bd — i(bc + ad) = ac — bd + i(bc + ad) = (a + ib)(c + id).
z™ = 3", protoZe z - z*~1 = g g1 = 7,

JelikoZ « je kofen, plati p(a) = 0. Mame dokazat, Ze p(a@) = 0.

p(@) =0 +a@+a@’+  toa @ =+ @ e+ B A+ tag at =
=Gm+aa+aol+ -+, ot =G+aa+asal+--+a, a0 =
0

=ag+aa+taza’+- - +aa” =pla)=0=

Nejprve jsme vyuzili toho, Ze koeficienty ag, a1, ..., a, jsou reilné. Dalsi rovnosti plynou ze zdkladnich
vlastnosti komplexné sdruZeného ¢isla. :
Véta nevyluéuje pfipad, Ze a je redlny kofen. Pak ale @ = a, coZ je také (tentjZ) kofen.
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4. Pro¢ ke kazdym dvéma polynomum p, ¢ (g nenulovy) je urcen ¢asteény podil a zbytek
jednoznaéné?

11.31. Véta. Necht p, ¢ jsou polynomy, ¢ nenulovy. Pak existuje pravé jeden polynom r a pravé jeden
polynom z tak, Ze (i) p = rq + z, (ii) stupeni z je mensi nez stuper q.

Dikaz. Existence polynomi r a z vyplyva z nasledujiciho algoritmu, pomoci kterého je moZné tyto
polynomy na zakladé danych polynomii p a g najit.

(1) PoloZzme r = 0 (nulovy polynom) a z = p. Déle ozna¢me pismenem n stupen polynomu g a pisme-
nem c jeho koeficient s indexem n (tj. nenulovy koeficient u nejvy3si mocniny polynomu g).

(2) Je-li stupeii z mensi nez n, algoritmus konéi.

(3) Necht m je stupeii polynomu 2z a nechf d je jeho koeficient s indexem m (koeficient u nejvyssi
mocniny). Plati m > n, protoZe neni splnéna podminka z kroku (2). K polynomu r pfi¢teme poly-
nom dany vzorcem (d/c) ™™™ a od polynomu z odeéteme polynom dany vzorcem (d/c) z™ ™ q(z).
Vznikaji nové polynomy r, a z,, které dale oznacime r a z a vracime se ke kroku (2).

V kroku (3) se sniZuje stupefi polynomu z, protoZe se od tohoto polynomu odecita séitanec s nejvyssi
mocninou. Tim je zaruceno, Ze stupeil polynomu z postupné klesa a algoritmus uréité skoné¢i. Krok (2)
navic zarucuje, Ze je splnéno (ii) z tvrzeni véty. Dalsi vlastnosti algoritmu je skutecnost, ze v kazdém
okamZiku plati pro polynomy r a z podminka (i), takze tato podminka je splnéna i po ukonéeni algoritmu.
Predevsim v kroku (1) je r = 0 a z = p, takie rg + z = Og + p = p a podminka (i) je splnéna. Déle
v kroku (3) mame zaruceno, Ze p = rq + z a ukdZeme, Ze plati také p = r1q + z;. Pro v8echna z € C je

(@) + 2@ = (@) + 257" a(@) + (@) - $am " a(0)) =

r(@)a(@) + 2™ o) + 2(2) - 22" g(2) = r(@) a(z) + 2(a) = p(a).

Jednoznaénost polynomi r a z je jednoduchym disledkem véty o stupni souc¢tu a soucinu polynomii.
Kdyby existovaly polynomy 72 a zo, které rovnéz spliuji (i) a (ii), pak je p = rq + 2z = ra2g + 22, takie
(r—712) g = z2 — z. Kdyby r — 3 nebyl nulovy polynom, pak stupeii polynomu (r —r3)g by byl vétsi nebo
roven stupni g, zatimco polynom z; — z ma stupefl mensi nez g. To je ovSem spor. TakZe musi r — ro byt
nulovy polynom a pak nutné téZ z; — z je nulovy polynom. Jinymi slovy r = 72 a z = 25, takZe polynomy
r, z jsou uréeny podminkami (i) a (ii) jednoznacné.

Ke kazdym 2 polynomim P a Q, kde Q je nenulovy, existuji dva polynomy Y a Z spliiujici vztah:

P=YQ+ZastpZ<stpQ.
Predpokladejme:

______________________________________________________________________________________ -

P=Y0O+Z, sipZ<stpQ
P= Y|Q+Z“ Spr|<Spr

________________________________________________________________________________________



stp(Y — Y1)Q > sth
__________ Jenze dva polynomy riizného stupné se nemizou rovnat, a proto (Y - Y;) je nulovy polynom, takze:
Y=Y,
Z=Z

A proto je ¢astecny podll a zbytek urcen jednoznacne.
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5. Necht’ ma polynom a, =1 a m4 jen realné nebo po dvou komplexné sdruzené koreny. Pro¢
pak ma vSechny koeficienty reilné?

asi 11.72, 11.73

Mohlo by to byt takto...

ze to byt takhle? Ma-li polynom a,=1 jen realné nebo po dvou komplexné sdruZzené koeficienty, pak
vynasobenim dvou faktord, jejichz kofeny jsou vzajemné komplexné sdruzena ¢isla, dostaneme soucin
téchto faktorl, ktery bude polynom s realnymi koeficienty.

Budu-li takto nasobit prislusné dvojice a nakonec je vynasobim faktory, které maji realné kofeny, pak

musime obdrzet polynom s realnymi koeficienty.
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6. Proé polynom lichého stupné s realnymi koeficienty musi mit alespon jeden reilny kofen?
Polynom lichého stupné ma lichy pocet kofena!!!

Kofeny mohou byt - realne
- komplexné - ma vzdy i kofen komplexné sdruzeny

Protoze komplexni kofeny jsou seskupeny do komplexné sdruzenych dvojic - napf. (1 - i)(1 + i), pak
nerealnych kofen( je sudy pocet.

Polynom lichého stupné, ma ale lichy po&et kofenu, takze alespoii jeden kofen MUSI BYT REALNY.

7. Pro¢ nemuze mit polynom stupné n vice nez n vzijemné ruznych kovenu?

11.53. Poznamka. Dusledkem véty 11.49 je skute¢nost, Ze polynom 7,, ve vzorci (11.4) je konstantni.
Z toho a z véty 11.28 také plyne, Ze polynom p ma ve vzorci (11.4) tolik kofenovych &initeld, kolik je
jeho stupen. Poéitame-li tedy kazdy koten tolikrat, kolik je jeho nasobnost, miiZeme Fici, Ze polynom ma
stejny pocet kofemi, jako je jeho stupeifi. Koneéné, protoze (z — ay)(z — a2)--- (z — am) = 12™ + - -,
musi byt konstantni polynom 7, roven koeficientu a,,, coZ je nenulovy koeficient u nejvyssi mocniny
polynomu p. VSechny tyto poznatky zformulujeme do nésledujici véty.

11.54. Véta. Necht p je nenulovy polynom stupné n s koeficienty ag, ay,...,a, anechf oy, as,...,as € C
jsou vechny jeho navzajem rizné kofeny. Necht k; je ndsobnost kofenu a; proi € {1,2,...,s}. Pak plati
ky + ko + -+ + ks = n a dale pro vSechna z € C je

p(z) = an (2 — 1) (. — ap)*? - - (z — a,)"e.
Tomuto zapisu fikime rozklad polynomu na kotenové dinitele.
Dhkaz. Viz poznamku 11.53.

11.55. Véta. Nenulovy polynom stupné n ma nejvyse n ruznych komplexnich korent.

Dukaz. Véta je pfimym disledkem véty 11.54.

Polynom stupné n si napi$eme jako rozklad polynomu na kofenové cCinitele
k ko bew
p(z) = ap(z — a1)" (. — ag)™ - - - (x — ay)
kde k je nasobnost kofenu.

Soucet véech k je roven n, tudiZ pocet kofenl je také roven n



8. Pro¢ je polynom stupné n urc¢en jednoznaéné svymi hodnotami v # + 1 raznych bodech?

11.56. Véta. Pokud se dva polynomy stupné nejvy$e n shoduji v n+1 ritznych bodech, pak jsou totoZné.
Jingmi slovy, polynom stupné n je jednozna¢né uréen svymi hodnotami v n + 1 bodech.

Diikaz. Predpokladime, Ze pro polynomy p a g existuji vzajemné rizna ¢isla i, @z, . - . , n, @41 takova,
ze p(a;) = q(a;) pro i € {1,2,...,n,n + 1}. ProtoZe polynomy p a ¢ maji stupeii nejvyse n, je podle
vety 11.28 rozdil p — ¢ polynom st.upne nejvyse n, ktery ma kofeny a;,as,. .., 0n, @nt1. Téch kofent je
vice, ne# je jeho stupeii. To podle véty 11.55 neni mozné jinak, nez Ze je polynom p — q nulovy. TakZe
p = q a dikaz je hotov.

11.28. Véta. Necht p je polynom stupné m a ¢ je polynom stupné n. Pak p + q je polynom stupné
nejvyse max(m,n), ap je polynom stupné m pro a # 0 a je to polynom stupné —1 pro a = 0. Koneéné
pro nenulové polynomy p a ¢ je pg polynom stupné m + n. Je-li p nebo g nulovy, pak pg je polynom
stupné —1.

Dukaz. Tvrzeni plyne pfimo z vét o poéitini koeficientit souctu a soudinu polynomi a z definice stupné
polynomu.

11.29. Poznamka. Je potieba si uvédomit, Ze stupeii souétu polynomil nemusi dosahovat maximum
stupfiii jednotlivych polynomi, které séitdme. Kupfikladu
(#*+20% —z+ 1)+ (-2 -202 + 22+ 3) =z + 4.

Soucet téchto polynomil stupné 3 je polynom stupné 1. Je dobré si také uvédomit, Ze stupefi soudtu
ur¢ité nabyvd maxima stupiii jednotlivich polynomd, které s¢itdme, pokud stupné séitanjch polynomu
jsou razné.

Véta 11.55

Nenulovy polynom stupné n ma nejvyse n rliznych komplexnich kofend.
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