Linearni zavislost, obal, baze

15. Zdiivodnéte podrobné z axiomii linearity, pro¢ trividlni linearni kombinace je
rovna nulovému vektoru.

(2.6) _
Trivialni linearni kombinace je linearni kombinace, kterd ma nulové koeficienty. Tedy Ox, + Ox, + ...

+ 0x,, = o (Cokoliv nasobené nulou je nula)
2.3. Definice. Nechl 21, @s,..., 2z, jsou vektory (tj. prvky néjakého linedrniho prostoru). ’/ Lineds
vektori &, @9, ..., x, rozumime vektor kombinace
1 -1+ Tyt Q- Ty,
kde ay, g, . .., o, jsou néjaka redlnd ¢isla. Témto éisliim fikdme foefio y linearni kombinace.

2.4. Piiklad. Linedrni kombinaci vektorti z, y, z miiZe byt tieba vektor & +y-+ 2 (viechny tii koeficienty
jsou rovny jedné), nebo vektor 2@ — y + 3,18z (koeficienty jsou é&isla 2; —1; 3,18), nebo také vektor
ax+ By + vz (koeficienty o, 3,7 € R jsme bliZze neuréili).

2.5. Definice. Trivialns linedrni kombinace vektorl @y, @, . .., x, je takova linedrni kombinace, kterd  Trividlni
ma viechny koeficienty nulové, tj. 0aq +0x2+ - - -+ 0xy,. Volrivi0/n linedrni kombinace je takova linedarni  linedrn
kombinace, kterd neni trividlni, tj. aspon jeden jeji koeficient je nenulovy. kombinace
2.6. Véta. Trividlni linedrni kombinace je vzdy rovna nulovému vektoru.

Diikaz. Podle vlastnosti (7) v definici 1.6 je kaZdy s¢itanec v trividlni linedrni kombinaci roven nulovému
vektoru a podle vlastnosti (1) véty 1.7 je i souéet nulovych vektorti roven nulovému vektoru.

16. Pro¢ pfitomnost nulového vektoru ve skupiné vektorii zaruéuje linearni
zavislost této skupiny?

(2.17-2)
Necht’ @, @y, ..., &, # Oa a;je nulovy. Potom sta¢i aby pfi a,, * aytog *a;+..ta,Fa+ .+
a, * a,=0bylo a;=1a zbytek a nulovych

2.7. Definice. Skupinu vektorti @y, x»,...,®, nazyvame /i 1, pokud existuje netrividlni  Linedrni
linearni kombinace vektorti @, s, . .., x,, kterd je rovna nulovému vektoru. Struénd fikame, 7Ze vektory zdvislost
T1, L2, ..., &y JSOU linearne zavisle, skupiny

2.8. Poznamka. Pokud bychom rozvedli pojem netrivialni linedrni kombinace podle definic 2.5 a 2.3,
miiZeme Fici, Ze vektory xy,@9,..., 2, jsou / ne camsie, pokud existuji redlnd éisla o, aa, ..., o
tak, Ze aspon jedno z nich je nenulové, a pfitom plati

a1 -1 +ay T+ -+ - T, = 0.

lf'. Podrobné zdiivodnéte, pro¢ v linedrnim prostoru realnych funkei jsou funkce f, g, h dané vzorci
f(z) =sinz, g(x) = 2* a h(z) = 1 jsou linedrné nez4vislé.

» poloZime jejich LK rovnu nulové funkci

::_usin(x)+ Bxl+y:0 ,
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s 7 ¢ehoZ vyplyva, Ze funkce jsou LN

18. DokaZte vétu: vektory jsou linearné zivislé pravé tehdy, kdyz existuje jeden,
ktery je linedrni kombinaci ostatnich.

2.21. Véta. Necht n > 2. Vektory z;, x5, . .., Z, jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz existuje index
n} takovy, ze vektor z, je roven linearni kombinaci ostatnich vektort.

Ditkaz. Véty formulované ve tvaru ekvivalence (virok A plati pravé tehdy, kdyZ plati virok B) se
obvykle dokazuji ve dvou krocich. Nejprve dokizeme, 7e z A plyne B a pak dokiZeme, %e z B plyne A.

Dokazujme tedy nejprve, Ze z linedrni zavislosti vektort @1, s, . . ., z, plyne existence indexu r vyse
uvedené vlastnosti. 7 definice linedrni zavislosti vime, ze existuje netrividlni linedrni kombinace rovna

nulovému vektoru, tj.
T

013:1+ﬂ'2m2+--'+ﬂnwn=20i$i=0= (2.3)
i=1
a piitom aspori jeden koeficient linedrni kombinace je nenulovy. Existuje tedy r € {1,...,n} takové, 7e

oy # 0. Pfi¢teme nyni vektor —a, @, k obéma stranim rovnice (2.3)

n
E Q; L = — Oy Ty,
i=1

i#ET

i =

Po vynasobeni obou stran rovnice koeficientern —1 /. dostavame ~ —ay & ¥
=
i#AT

Vektor @, je tedy roven linearni kombinaci ostatnich vektorti.
V druhé éasti dikazu predpokliddme existenci koeficientu r takového, #e vektor @, je roven li-
nearni kombinaci ostatnich vektorti. DokaZeme linedrni zévislost vektortt @y,x.,...,x,. Pro néjaké

r e {1,...,n} tedy plati
T
T, = Z Bi ;.
i=1

n

wr Z.Himi—!-(_l)'wr:or
Pficteme-li k obéma strandm této rovnice vektor —x,., dostavime 1::1
177

coz je netrivialni linedrni kombinace vektorii &, @, ..., @, (jeji r-tj koeficient je jisté nemlovy), ktera
je rovna nulovému vektoru.

Jeden vektor

je linedrni

kombinact

¢ {7 y "
OSLaLnich



19. Piedpoklidejte koneénou nepriazdnou linearné zavislou mnozinu vektori M.
Zdivodnéte, pro¢ pridanim vektoru k mnoziné M vznikne linearné zavisla mnoZina.

20. Predpokladejte kone¢nou aspoii dvouprvkovou linearné nezavislou mnoZinu
vektoru M. Zdivodnéte, pro¢ odebranim vektoru z mnoziny M vznikne linearné
nezavisla mnozina.

21. Vysvétlete z definice linearni zavislosti, pro¢ linearni zavislost neni ovlivnéna
poiadim vektori.

(2.17 -1)
ProtoZe s¢itani vektord je komutativni.

22. Vysvétlete z definice linearni zavislosti, pro¢ skupina vektorii, v niZ se néjaky
vektor opakuje, je linearné zavisla.

2.17. Véta. Necht x;, 5. ..., x, jsou prvky néjakého linearniho prostoru L. Pak plati: Zdkladni

(1) Linedrni zavislost ¢i nezavislost vektorti &, xs.....x, se nezméni pii zméné poradi téchto vektorii.  vlastnosti

(2) Jestlize se mezi 1, 2, ..., x, vyskytuje nulovy vektor, pak jsou tyto vektory linearné zavislé. linearni

(3) Jestlize se ve skupiné vektort &y, x,, ..., x,, néktery vektor vyskytuje aspon dvakrat, je tato skupina (ne)zdvislosti

vektoril linearné zavisla.

(4) Jestlize jsou vektory @y, @, . .., &, linedrné zavislé a x,, ., € L, pak jsou i vektory &, xo, . ... Ly T
linearné zavislé.

(5) Jestlize jsou vektory @y, @a,...,x, linedrné nezivislé, pak jsou i vektory xq,xa, ..., 2,1 linedrné
nezavisle.

(6) Samotny vektor ®; (chapany oviem jako skupina vektori o jednom prvku) je linedrné nezévisly pravé
tehdy, kdyz je nenulovy.

Dukaz. (1) Linearni kombinace vektorii @y, s, . .., x, nezavisi na jejich pofadi, protoze sé¢itani vektorti
je podle definice 1.6 komutativni.
(2) Vzhledem k vlastnosti (1) staéi bez ijmy na obecnosti pfedpokladat, Ze o = ;. Pak plati:

1-04+0-224+0-23+---4+0-x, = 0,

coz je netrividlni linearni kombinace rovna nulovému vektoru.
(3) Vzhledem k vlastnosti (1) staéi bez (ijmy na obecnosti predpokladat, 7e x; = x,. Pak plati:

l-2y+(-1)-z3+0-2z3+---+0-2,=(1-1)- 24 = 0,

coz je netrividlni linearni kombinace rovna nulovému vektoru.
(4) Podle predpokladu existuje netrividlni linedrni kombinace oy @y + ag @y + - - + ay, &, TOVIA
nulovému vektoru. Potom plati

O513’:1‘|“"‘‘F‘:\fnm'n.'*‘O‘mzva+l:Oe

coz je netrividlni linedrni kombinace vektori @4, ®s,...,x,, T, 11 rovna nulovému vektoru.

(5) Dokézeme to sporem. Budeme pfedpokladat negaci tvrzeni véty (tj. ze vektory @y, @s, ..., Tn_1
jsou linedrné zdvislé). Pak ale podle vlastnosti (4) museji byt linedrné zavislé i vektory &1, xs, ..., &,,
coz je spor s predpokladem, Ze tyto vektory jsou linearné nezavislé.

(6) Je-li ; = o, pak je x; podle vlastnosti (2) linedrné zavisly. Predpoklidejme nyni z; # o a
polozme

ax] = 0.
Kdyby bylo a # 0, mohli bychom psat
1 1 1
opy=lzy=(—-a| - z3=—(az;)=—-0=0.
« o a

To je ale spor. Musi tedy byt av = 0. To znamen4, Ze pouze trivialni linedrni kombinace je rovna nulovému
vektoru, takze vektor @, je linedrné nezavisly.



23. Definujte linearni obal i pro nekone&né mnoziny. Zdivodnéte, pro¢ z {M)

pravé tehdy, kdyZ existuje kone&né mnoho vektori z M tak, Ze z je jejich linedrni
kombinaci.

(2-29) .. - r r - r - r 4 k o L4
Linearni obal vektori je mnoZina viech jejich linearnich kombinaci. Linearni obal nekonecCne

mnoziny M je sjednoceni linearnich obalii koneénych podmnoZin mnoziny M.

Poznamka 2.33. Zkracené: pfedpokladame Ze existuje pravé n&jaka linearni kombinace z konetné
mnoha prvka z M.

2.26. Definice. Necht L je linearni prostor. Neprazdna kone¢nd mmozZina vektori K C L, K = Lincdarni

{x1,®2,...,®,} se nazyva lincdrnd zdvisld, pokud jsou vektory xy,22,.. ., T, linedrné zavislé. (ne)zdvislost
Nekoneéné mnozina vektortt M C L se nazyva lincdarne zavisld, pokud existuje koneénd K C M, nekonecnych

ktera je lineArné zavisla. mnozin
Mnozina M C L se nazyva ' ¢ zavislo, pokud neni linedrné zavisla.

Prazdnou mnozinu povazujeme vzdy za linearné nezavislou.

2.29. Definice. Necht L je linedrni prostor. L.ico skupiny vektorti @1, ®a, ..., Ty je mnozina Liwcari
viech linearnich kombinaci vektorii @y, @2, ... Tn- obal
Linedrni obal koneéné mnoziny K € L, K = {x1,x2,...,Ts} ztotoZiiujeme s linearnim obalem

skupiny vektorii &1, 22, -, Ln- ‘
[ inedrni obal nekoneéné mnoziny M C L je sjednoceni linedrnich obali viech koneénych podmnozin
mnoziny M. .
Linedrni obal skupiny vektorii &, %2, ..., Ty znacime (@1, %2, - ., Ty). Linearni obal mnoziny M
znadime symbolem (M).

2.33. Poznamka. Zamysleme se nad tim, co to znamens, 7e z € (M). Existuje konetnd podmnozina Proek linedr-
K € M takova, Ze z € (K). Necht K = {z,Z2,...,%,}. Skutetnost, ze z € (K) znamena, Ze existuje niho obalu

néjaka linearni kombinace vektorii 1, &2, .. ., E,, ktera je rovna vektoru z.
Vidime tedy, ze z € (M) pravé tehdy, kdyZ existuje konetné mnoho vektori @y, &2,...,Tn € M a
existuji realnd ¢isla o, g, . . ., o, takova, ze
zZ=01T1 + @+ -+ ¥y Ty (2.4)

24. Dokazte <<M>> = <M>,
véta 2.35

= v podstaté jde o to, Ze linearni kombinace linearnich kombinaci je pofad linearni kombinace a
na tom se stavi cely duikaz

» takZe budeme dokazovat, Ze LK z <M> uz nezvétsi obal M

= tak zapiSeme LK linearnich kombinaci:

ialpha_1(beta_lx_ l+beta_2x_2+...beta_kx_k)+aplha_2(beta_k+lx+k_1+....)+...

= to lze rozepsat jako:

i(alpha_lbeta 1)x_1l+(alpha_lbeta_2)x 2+....

» kazda zavorka, to je to (alpha 1beta_1) je realné ¢islo, vlastné koeficient LK, proto se lin. obal
nezveétsi a plati <<M>>=<M>

2.35. Véta. Necht L je linedrni prostor a M C L. Pak plati:

(1) M C (M).
(2) (M) = (M),
(3) Jeli z € (M), pak (M) = (M U {z}).



Dikaz. (1) Staéi ukdzat, Ze pokud z € M pak z € (M). Plati z =1 z, t.akif: pro z eXiStl}je koneéné
mnoho prvki z M (jmenovité prvek z samotny) tak, Ze z je linedrni kombinaci téchto prvki. To podle
poznamky 2.33 znamend, ze z € (M). ,

(2) Protoze plati véta 2.34 a vzhledem k (1) stadi ukazat, ze ((M)) C (M). Nef:hE z E ((ﬂ;f})}
ukdzeme ze z € (M). Protoze z € ((M)), existuji vektory @1, ®s,...,x, € (M) takové, ze plati 2. 1).
Pro kazdé i € {1,..., n} je x; € (M), tj. existuje koneéné mnoho vektord y; 1,...,¥ir, € M takovych,
7e

@ = Bi1 Yin + 0+ Bik Yikio

Dosazenim téchto rovnic do (2.4) a roznasobenim dostavame vysledek, Ze z je linedrni kombinaci koneéné
mnoha vektora y; ; € M, i€ {1,...,n},j € {1,...,k;}. To znamend, e z € (M).

(3) Toto tvrzeni je disledkem (1) a (2). Protoze M C (M) a {z} C (M), je M U{z} C ’<M')’.
Obalenim levé i pravé strany této mnozinové inkluze dostavame (M U {z}) C ((M)) = (M). Obracena
inkluze plyne z véty 2.34.

25. Pro¢ je mnoZzina vektori M linedrnim podprostorem pravé tehdy, kdyz je <M>

=M?

(2.37) _
Budeme mit prvky x,y ktere lezi v M, - tyto prvky by meli splnovat -> x+yeM, a.xeM tzn.

overujeme to ze linearni kombinace 1.x+1.y a a.x+0.y. Tyto linearni kombinace lezi v <M> a proto

dle predpokladu M = <M>

26. Proc je linearni obal jakékoli mnozZiny podprostor?

Véta 2.37 Necht’ L je linedrni prostor. MmnozZina M je linearnim podprostorem prostoru L, pravé

tehdy, kdy? <M>=M

2.37. Véta. Necht L je linearni prostor, M C L. Mnozina M je linearnim podprostorem linedrniho
prostoru L pravé tehdy, kdyz (M) = M.

Dukaz. Dokazeme nejprve ,M je linearni podprostor, potom (M) = M*“. Vezmeme z € (M ) a dokdZeme,

Ze z € M. Protoze z € (M), existuje kone¢né mnoho vektorii Ty, &3, ..., Ty € M takovych, Ze lze psat
zZ=m T+ ap®y + - + a, @, Kazdy séitanec le# podle vlastnosti (2) definice 1.17 v mnoziné M.

Podle vlastnosti (1) definice 1.17 v mno%iné M lei i soucet téchto vektori, tedy z € M.

Zbyva dokdzat (M) = M, potom M je linearni podprostor®. Uvazujme & € M, y € M. Abychom
dokédzali, Ze M je linedrni podprostor, stadi ovéfit, Ze linearni kombinace 1-x + 1 -y lezi v M a déle
@-x+0-y lezi v M. Protoze x € M, y € M, je podle definice linedrniho obalu kajd4 jejich linedrni
kombinace prvkem (M) a podle pfedpokladu je (M ) = M.V mnozing M tedy lezi i uvedené dvé linedrni
kombinace vektorii @, y.

Linedrni

HFIHH’JH

27. Zdivodnéte, prod je lineiarni obal mnoZiny M nejmensim podprostorem, ktery

obsahuje M.

(2.38)
linearni obal mnoziny M je nejmensi linearni kombinaci tohoto prostoru.

2.38. Véta. Necht L je linedrni prostor a M C L je libovolna neprazdna mnoZina. Pak P — (M) je
nejmensi linedrni podprostor, pro ktery plati M C P.

Dukaz. Skutecnost, Ze P = (M) je linedrni podprostor, ukazuje véta 2.37. Staci ukazat, e P je nejmensi
podprostor.

Necht @ je néjaky podprostor, pro ktery také plati M C Q. Podle véty 2.37 je (@) = Q. Dale
pouzijeme vétu 2.3 na inkluzi M C Q a dostavdme P = (M) C (@Q) = Q.



28. Predpoklidejte N linedrné nezavislou mnoZinu a z
vektoru z k N zustava tato mnoZina linearné nezavisla.

2.39. Véta. Nechf L je linearni prostor, M C L je linedrné nezavisld mno#ina a = & (M). Pak téz

M U {z} je linedrné nezavisla mmozina.

Driikaz. Ditkaz povedeme sporem. Predpoklidejme, 7e M U {z} je linedrné zévisla. Pak existuje kone¢né
mnoho prvkii @y, 2s,...,x, € M takoviych, 7e a;z; + as T2 + -+ + Oy Ty + pe1 z je netrividlni
linearni kombinace rovna nulovému vektoru. Pro y ey = () zlstava netrividlni lineArni kombinace vektori
Xy, Ly, ..., T, rovna nulovému vektoru, neboli koneénd podmnozina M je linedrné zavisld. To je ve sporu
s tim, Zze M je linedrné nezavisla.

Pro a1 # 0 je vektor z linedrni kombinaci vektorii Ty, Ta,.... T, (pfevedeme nisobek vektoru z
na druhou stranu rovnosti a podélime —ay, 11, jako v ditkazu véty 2.21). To je ve sporu s tim, ze z & (M)
Pro oba piipady hodnot a,,; dostavame spor, takze M U {2z} nemiize byt linedrné zavisla.

29. Popiste postup, jakym lze (v linedrnim prostoru s kone¢nou dimenzi) doplnit

libovolnou linearné nezavislou mnozinu N na bazi.

2.42. Definice. Haze linearniho prostoru L je takova podmnozina B C L, pro kterou plati

(1) B je linedrné nezavisla,

(2) (B)=L.

2.43. Poznamka. V definici 2.42 se mluvi o L jako o linedrnim prostoru. Neni ale vylouéeno, Ze L je
linearni podprostor néjakého jiného (vétsiho) linearniho prostoru P, protoze linedrni podprostor je podle
poznamky .16 sdm o sobé linedrnim prostorem.

2.51. Véta. Necht L je linearni prostor. Pro kazdou linearné nezavislou mnozinu N C L existuje baze
B linearniho prostoru L takova, ze N C B. Pro kazdou mnozinu M C L takovou, ze (M) = L, existuje
baze B linearniho prostoru L takova, ze B C AM.

2.52. Priklad. Je-li N = {x, @, ..., } linedrné nezdvisla mnozina linedrniho prostoru R"™, pak podle
predchozi véty existuje mnozina B = {x1,@a,..., @y}, m = k takovd, ze B je baze. Ukdzeme v tomto
prikladeé, jak bychom takovou bazi nalezli.

Pokud uz (N) = R", pak N samotnd je bdze a polozime B = N. Pokud ale (N) # R", pak existuje
prvek @ € R", pro ktery = ¢ (N) Ptame se, zda uz N U {z} je baze. Podle véty 2.39 tato mnoZzina
zistava linedrné nezavisla. Pokud (N U {z}) = R", pak jsme nasli bazi. Jestlize tato vlastnost neplati,
opakujme postup s pfidanim dalsiho prvku y ¢ (N U {x}) znovu. Tento postup budeme opakovat tak
dlouho, dokud budou existovat vektory mimo linearni obal nasi postupné rozsifované mnoziny. Podle
prikladu 2.20 dospéjeme k vysledku po koneéné mnoha krocich, protoze v R™ nelze vytvorit linedarng
nezavislou mnozinu, ktera by méla vice nez n prvki.

Poznamenejme, Ze tento postup vedl k cili, protoZze jsme méli zaruéeno, Ze baze bude mit koneéné
mnoho prvki. Pro nekone¢né baze bychom se timto postupem mohli ,utopit v nekoneénu“. Na druhé
strané postup lze aplikovat na libovolny linearni prostor, ktery ma koneéné baze, nemusime se nutné
omezovat na R™.

30. Zdiivodnéte, pro¢ lze z linearné zavislé mnoziny M odebrat vektor tak, Ze

linearni obal zmenSené mnozZiny je stejny jako linearni obal piivodni mnoZiny M.

<M>. DokaZte, Ze pFidanim

Rozsireni

LN mnoziny

Baze

ProtoZze <M> je mnoZina v3ech linedrnich kombinaci vektorti a jestlize jsou vektory linedrné zavislé,

tak jsou zaroven svoji linearni kombinaci.

31. Zformulujte (bez ditkazu) Steintzovu vétu o vyméné a vysvétlete jeji vyuziti v
dikaze tvrzeni, ze kazdé dvé baze stejného linearniho prostoru maji stejny pocet

o
prvku.
2.56. Vita (Steinitzova o vyméné). Nechl L je linearni prostor, M C L je libovolnd mnozina a
N C (M) je linearné nezavisla mnozina, obsahujici k& vektori.. Pak lze odebrat z mmnoziny M jejich
k vektorii a vytvofit tak mnozinu M, pro kterou plati:

(M) = (M, U N).

Jinymi slovy, odebranim vhodnych k vektorii z M a nahrazenim téchto vektorii viemi linearné nezavislymi
vektory z N se linearni obal (M) nezméni.



Dukaz (pro hloubavé étenare). PouZijeme matematickou indukci podle k (o indukci viz dikaz véty 1.3).
Pro k = 0 véta plati, protoze mnoZinu M vibec neménime.

Nechf nyni véta plati pro kaZdou lineArné nezavislou mno#inu 8 k prvky a dokdZeme, e plati i
pro mnozinu s k + 1 prvky. Necht N = {vi,v2,..., 0, V41 } € (M). Oznaéme Ny = {v1,v2,..., 0}
7 mnoziny M lze odebrat k vektori tak, Ze vznikne mnozina M, pro kterou je

(M) = (M, UNy) = (M; UN).
Prvni rovnost je indukéni pfedpoklad a druha rovnost plyne z toho, 7e vx41 € (M) = (M1 UN;) a
7 tfeti vlastnosti véty 2.35. Staéi tedy najit v My vektor w; tak, aby jej 8lo odebrat a obal se nezménil,
tedy (M; UN) = (M, \ {w1} U N). ProtoZe vj41 € (M) = (M; U Ny), existuje koneéné mnoho vektora
wy, Wa, ..., Wy, € ]\Jl tak, ze
Vkp1 = Wy + Gowz + - -+ + apWn + H1v1 + -+ + Pk

Protoze N je linearné nezavisld, tak (A) pfi k = 0 musi byt v nenulovy a (B) pfi k& > 0 nesmi v
byt linearni kombinaci vektorii vy, v2,...,Vk (véta 2.21). Z toho plyne, Zen >0 a nemohou byt vSechny

koeficienty o; nulové. Uspofaddme nyni w, ws, ..., w, tak, aby o, # 0. Z piedchozi rovnosti plyne
1 a2 O .‘31 ﬁk
W)= — Vg ——Wg— - ——Wp—— V1 — -~ —Vf,
(23] a1 (23] [a3] (451

takie wy € (M; \ {w1} U N1 U {vi41}). Podle (3) z véty 2.35 se pfidanim vektoru w; do mmnoZiny
My \ {w:} UN linearni obal mnoZiny nezméni, takze je (M \ {w1} UN) = (M UN) = (M). Uvedeny
postup piitom zaruéil w; € My, takZe z mnoZiny M jsme celkem odebrali k + 1 vektortii.

2.57. Poznamka. Steinitzova véta ma nasledujici disledky.

2.58. Vita. Necht L je linearni prostor, M C L je libovolnad mnoZina a N C (M) je linedrné nezavisla
mnoZina. Pak poéet prvkii mnoZiny N je mensi nebo roven poctu prvki mnoziny M.

Duikaz. Véta 2.56 tvrdi, #e z mnoZiny M lze odebrat tolik vektori, kolik jich ma mnozina N. Kdyby
méla mnozina N vice vektorii neZ mnozina M, pak by tento ikon nesel provést, tj. dostali bychom se do
sporu se Steinitzovou vétou.

2.59. Véta. Dvé baze stejného linearniho prostoru jsou obé nekonefné nebo maji stejny pocet prvkii.

Diikaz. Uvazujme dvé koneéné baze B; a B linearniho prostoru L. Protoze By C (Bz) a B je linearné
nezavisla, musi podle véty 2.58 mit By aspoi tolik prvki, jako ma Bj. Protoze By C (By) a Ba je
linearné nezavisla, musi podle stejné véty mit B) aspoii tolik prvki, jako mé B,. TakZe pocet prvkil
téchto mnoZin musi byt stejny.

Co se stane, kdy# B, je koneénd a B, nekone¢na? Pak kazda koneéna podmnozina K C B je linearné
nezavisla. Vezmu takovou koneénou podmnozinu K, kterd mé vice prvki, nez By. Protoze K C (B1)
a K je linedrné nezavisla, musi mit B; aspon tolik prvki, jako K. To ale nema. Dostavame tedy spor,
takze situace ,jedna béze koneéné a druha nekonecna® nemiZe nastat.

32. Pro¢ linearné nezavisla mnoZzina vektoru nesmi mit vice prvki, neZ dimenze
linearniho prostoru téchto vektora? 2. (Y

ProtoZe tato mnoZzina tvoii zaroven svou bazi. Napf. je mnozina A, A=béze B, ktera je bazi m;)iiny
A, Protoie béaze je mnozina nezavislych vektori. JelikoZz dimenze je definovana jako pocet prvki v
bazi, nemtze se nikdy stat, ze by mnozina M obsahovala vice prvki, nez jeji baze, protoze to by bylo
ve sporu s tvrzenim, Zze A=baze B.

33. V lineiarnim prostoru L uvazujte mnozinu M, ktera ma vice prvkii, nez dimL.
Pro¢ musi byt M linearné zavisla? £. ¢4

ProtoZe obsahuje vektor/y , které jsou linearné zavislé. Baze, jejiz pocet prvku tvori dimenzi,
obsahuje pouze nezavislé vektory, a proto nemiZe obsahovat zavislé vektory, a proto ma zavisla
mnozina M vice prvki, nez dimL.

34. Dokazte, Ze pokud ma mnozina M stejné prvki, jako je dimL, pak je linearné
nezavisli pravé tehdy, kdyz<M>=L. 7 (¢

dim Rn = n;<M> = {(al, a2, ..., am)};m=n; Pfedpokladame, Ze di - e
pokud <M>=1. P s menze M je nezavisla prave tehdy

resime sporem: pokud <M> se nerovna L, pak muzeme pridat jakykoliv vektor a tim rozsirena
mnozina o tento vektor zustane LN. ale to je ve sporu se zavedenym pojmem (1)"Je-li M linearne

nezansla, pak m =<n" laicky receno mnozina M ma najednou m+1 vektoru a to je ve sporu se
zadanim m=n



2.64. Véta. Necht L je linearni prostor, dim L = n a M = {®,®a, ..., T, }. Pak plati: [)(H'ifr:’ proki
(1) Je-li M linearné nezdvisla, pak m < n. v LN mno-
(2) Je-li m > n, pak M je linearné zavisla.

(3) Nechf m = n. Pak M je lineArné nezavisla pravé tehdy, kdyz (M) = L.

Ziné

Diikaz. (1) Mnozinu M lze doplnit podle véty 2.51 na pfipadné vétsi mnoZinu B, ktera je bézi. Tato
mnoZina ma podle véty 2.59 vidy n prvkil. Protoze M C B, musi m < n.

(2) Toto tvzeni je ekvivalentni s tvrzenim (1).

(3) Nechf nejprve M je linearné nezavisla. Kdyby (M) # L, pak lze pridat do mnoZiny M vekt01:
x ¢ (M), a piitom podle véty 2.39 ziistane rozsifend mnoZina linedrné nezéavisla. To ale podle (1) neni
mozné. Musi tedy (M) = L. Predpokladejme nyni, Ze M je linearné zavisla. Kdyby (M) = L, pak podle
véty 2.51 existuje baze B C M, a pfitom B bude mit méné prvki neZ mnoZzina M (protoze M je linearné
zévisla). To podle véty 2.59 neni moZné, nebot kaZda baze ma n prvki. Musi tedy (M) # L.
2.65. Poznamka. Uvédomime si vyznam této véty. Baze je podle (1) nejpocetnéjsi linearné nezavisla
mnozina. Déle podle (3) kazda linearné nezévisl4 mnoZina, kterd ma pocet prvkii rovny konecéné dimenzi,
je bazi.

2.60. Definice. Jimenze linedrniho prostoru L je podet prvki baze tohoto prostoru L. Dimenzi prostoru  Dimenze
L oznacujeme symbolem dim L. Dimenzi jednobodového linedrniho prostoru L = {0} pokladame rovnu prostoru
nule.

2.61. Poznamka. Véta 2.59 nam zarucuje smysluplnost definice dimenze. Ac¢koli linedrni prostor mize
mit vice bazi, viechny tyto bdze maji podle této véty stejny pocet prvki, nebo jsou nekoneéné. V tomto
druhém pfipadé klademe dim L = oo.

2.62. Priklad. dimR" = n, viz priklad 2.46. dim P<,, = n + 1, viz ptiklad 2.48. dim P = oo, viz
piiklad 2.47. Kone¢né dim Up = 3 podle piikladu 2.49. VaZme si toho, Ze nis Stvoritel obklopil linearnim
prostorem dimenze 3 nejen proto, Ze trojka je §fastné éislo.

2.63. Veéta, Necht L je linedrni prostor a M C L je linedrni podprostor linearniho prostorn L. Pak Dimenze
dim M < dim L. podprostoru

Diikaz. Oznaéme By, néjakou bézi lineirniho prostoru L. Béaze By; mnoziny M je lineirné nezavisla
mnoZina, pro kterou je By € (Bp). Podle véty 2.58 ma By nejvyse tolik prvki, jako Bj.

35. Zdivodnéte, pro¢ mnozina {1, x, x2, x3, ...} tvoFi bazi lineirniho prostoru vSech
polynomii.

(2.28;2.47)
neumim vysvetlit ale je to priklad 2.47 nasledne dojdeme k tomu ze dim P je nekocno

ProtoZe mnoZina je linearné nezavisla, z toho vypliva, Ze obal mnoZiny, a z definice obalu vypliva,
ze je linearni kombinaci viech polynomi a tudiz je to i jeji baze.

/Iv prikladu 2.28 je dikaz, Ze je LN. ProtoZe ma tato mnoZina nekone¢né prvki a lin. prostor vSech
polynomit mé dimenzi nekoneéno, pak mizeme fict, Ze dana mnozina je jeji bazi. (doufam)

2.28. Priklad. Nechf M = {1,z,2% 2%, ...} je nekoneéna podmnozina linedrniho prostoru viech poly-
nomi P. UkdZeme, ¢ M je linedrné nezavisla.
Podle definice 2.26 a poznamky za ni stadi ukazat, #e kazdi koneéns podmnoZina polynomi

K ={z*,z*, .. 2"}, neN, ke NuU{0}proie{1,2,...,n}, ki<hka<-- <k,
je linedrné nezdvisla. Polozme tedy linedrni kombinaci prvki mnoziny K rovou nulovému polynomu:
oy o k2 kn
a2t a4+ +a, 2™ =0 VzeR
a ptejme se, co z toho plyne pro koeficienty «vy,...,o,. Protoze ki < ky < --- < ky, odpovidaji éisla
a1, ..., 0 vybranym koeficientium polynomu. Nulovy polynom je oviem pouze takovy polynom, ktery ma

viechny koeficienty nulové . TakZze vSechna é&sla oy, .. ., o, museji bt rovna nule. Nulovému polynomu
se tedy rovna pouze trividlni linedrni kombinace, takZe mnozina K je linedrné nezavisla.



2.47. Priklad. Mnozina B = {1,z,2?%,2%,...} tvofi bazi linearniho prostoru P viech polynomii. Podle
piikladu 2.28 je linearné nezivisld. Zbyva tedy ovéfit, ze (B) = P. Zvolme né&jaky polynom p € P.
Ukézeme, ze p € (B). Pro kazdy polynom p € P existuje n € N a redlna &isla ag. ay, . ... a, takova, Ze
hodnota polynomu p v bodé z je dina vzorcem

plz) =a,z"+---+a1x+ay VzeR.
Existuje tedy koneéna podmnozina K C B, K = {1,z,2%,...,2"} takovd, Ze p je linearni kombinaci
prvki z K (koeficienty této linedrni kombinace jsou &isla ag, ay, . .., ax). Z toho plyne, Ze p € (B).

36. Podrobné zdiivodn&te, pro¢ mnoZina polynomi {x2+1, x, x—1} tvofi bazi
linearniho prostoru vSech polynomii nejvyse druhého stupne.

. Cvi¢eni. Ovéfte, zda mnodina
8 B={x* -z, 2® - 2, (x ~ 1)?} tvofi bazi linearniho prostoru viech polynomii nejvyde 2. stupné,

) B = {(1,2,3), (3.2,1), (1,1,5)} tvofi bazi linearniho prostoru R*,

) B = {1+ 2i,2 + i} tvofi bazi linedrniho prostoru C ze cviéeni 1.76,

d) B={(1,i),(2,1 +1),(1 +i,2+i),(i, 1)} tvori bazi linearniho prostoru C? ze cvideni 1.77,

8) B = {2% + 22 + 1, 32° + 2r, —x” + 4xr + 3} tvori bazi prostoru viech polynomii nejvyde 2, stupné,
f) B={(1,2,3), (3,2,1)} tvoii bazi linearniho prostoru R?,

) B = {(1,2.3), (3,2.1), (2,2.5). (3.3,0)} tvoi bézi linedrniho prostoru R3.

2.91.° Reseni.

— (a) Ano, protoze je LN a tiiprvkova. Pfitom je zamo, Ze dimenze prostoru polynomi nejvyie druhbého
stupné je 3.

— {b) Ano. protoze je LN a tfiprvkova a je dimR3 = 3.

— (¢} Ano. protoze je LN a dvouprvkova a je dim C = 2,

— (d) Ovéfim linearni nezavislost. a{l.7) + 3(2,1 + i) + v(1 + .2 + i) + a(i. 1) = (0 + 04,0 + 0i), tj.
a4+ 20+ (L +i)py+id =0+0i, da+(1+i)3+(24i)y+ 5= 0+0i tj. reilna ¢ast prvnl rovnice:
a + 20+~ = 0, imaginarni ¢ast prvui rovnice: ¥ + 4 = 0, realna ¢ast druhé rovnice: 7+ 2v + 4 = 0,
imaginarni éast druhé rovnice: o + 3+~ = 0. Tyto étyfi rovnice tvori soustavu, ktera ma pouze trividlni
feseni, takze mnozina B je LN. Protoze dim C? = 4 a B je étyviprvkova linearné nezavisld, je B bazi
linedarniho prostoru C2,

— (e} Ano, B je LN a je tfiprvkova a dimenze protoru polynomi nejvyse druhého stupné je tii.

— (f) B neni baze, protoze ma jen dva prvky. a pfitom dim R® = 3.

— (g) I neni baze, protoze ma 4 prvky. a pfitom dim R* = 3. Mnozina B musi podle véty 2.64 bit nutné
linearné zavislou mnozinou.




