Soustavy linearnich rovnic
58. Frobeniova véta, presna formulace, vyznam, dukaz.

(5.4)
Nehomogenni soustava linedrnich algebraickych rovnic mé feSeni pouze v pfipadé€, Ze hodnost

o

matice soustavy h-( A) je rovna hodnosti rozsifené matice soustavy h( A|b) (j. soustava je vniting

bezrozporna). Pokud je h(A) rovno poétu nezndmych, mé soustava jedno feseni; pokud je i( A )
mensi neZ pocet neznamych, je feSeni nekoneéné mnoho (je-li vétsi nez pocet neznamych, nemuze

byt spInéna predchozi podminka a soustava tedy nema reseni).

5.4. Véta (Frobeniova). Soustava A x = b md feSeni pravé tehdy, kdyz hod A = hod(A|b), tj. kdyz
hodnost matice soustavy se rovna hodnosti rozSifené matice soustavy.

Diikaz. Vektor a = (a;. . ... a,) je FeSenim soustavy A x = b pravé tehdy, kdyz plati (5.1). To znamena,
7e sloupec b je linearni kombinaci sloupcii matice A s koeficienty ay,as, ..., a,. To plati pravé tehdy,
kdyz

T‘ L al
hod (‘:, ) =hod A”.

Protoze plati véta 3.31, je Frobeniova véta dokdzana.

3.31. Véta. Pro kazdou matici A plati: hod(A”) = hod(A).

59. Definice pojmu FeSeni soustavy linearnich rovnic.

(5.2)

Resenim soustavy Ax=b je takovy vektor 'a', pro ktery plati: dosadime li 'a' za 'x', pak je splnena

pozadovana maticova rovnost. Resit soustavu Ax=b znamena nalezt vsechny takove vektory 'a’

5.2. Definice. [i soustavy Ax = b je takovy vektor @ = (a1, s, ...,a,) € R®, pro ktery plati:
dosadime-li hodnoty «; za symboly z;, pak je splnéna pozadovana maticova rovnost, tj.
(83} bl
¥ bg
Al =] 1. (5.1)
iy, bon
Itesil soustavu A x = b znamené nalézt vSechna jeji FeSeni, tj. nalézt podmnozinu R™ vSech feSeni této

soustavy.

5.3. Poznamka. Viimneme si, Ze z historickych diivodii se v rovnosti Ax = b znadi jednosloupcové
matice malym pismenem podobné, jako vektory. Casto se na tyto matice zjednodusené divame jako na
prvky z R"™ nebo R™, jen nesmime zapomenout, Ze slozky téchto usporadanych m-tic a n-tic v kontextu
rovnosti A & = b piSeme do sloupce a nikoli do radku.

Matice & miiZze misto symboli x1, s, ..., 2, obsahovat i jiné symboly, napiiklad z,v, 2.

60. Pro¢ mnoZina FeSeni homogenni soustavy linearnich rovnic tvo¥i linearni
podprostor?

(5.10)
Za prve ukazeme, ze mnozina reseni homogenni soustavy neni prazdna: to je trivialni, protoze
nulovy vektor je vzdycky resenim homogenni soustavy. Pak dokazeme, ze pokud 'u' a'v' jsou

Frobeniova

véta

resenim, pak (u+v) je resenim a 'a*v' je resenim (kde a je skalar). Dokazuje se dosazenim do rovnice
Ax=o. Podle predpokladu mame Au=o, Av=o0. Secteme a dostaneme Au+Av = o+o. Z toho A(u+v)

=0. Se skalarem postupujeme obdobne.

5.9. Definice. Existuje-li v matici b aspoii jeden prvek nenulovy, fikime, Ze je soustava linedrnich rovnic

A x = b nehomogenni. Jsou-li vSechny prvky v matici b nulové, nazyvame soustavu rovnic homogenni a

zapisujeme ji takto:

Ag=0o6 (symbolem o nyni zna¢ime jednosloupcovou nulovou matici).

Reseni ho-
mogenni

soustavy



5.10. Véta. Mnozina viech feSeni homogenni soustavy A & = o s n nezndmymi tvoii linearni podprostor
linearniho prostoru R".

Diikaz. Predeviim mmozina feSeni homogenni soustavy je neprazdna, protoze nulovy vektor v R™ je
samoziejmé feSenim této soustavy.

Podle definice 1.17 musime déle dokédzat: (1) jsou-li uw € R" a v € R™ fefeni soustavy Az = o, pak
téz w + v je FeSenim stejné soustavy. (2) je-li u € R™ FeSenim soustavy Ax = o0 a o € R, pak téz au
je FeSenim stejné soustavy. Pro ticely ditkazu oznaéme symbolem u” jednosloupcovou matici, jejiz prvky
odpovidaji slozkim vektoru u. Podobné v” je sloupec vznikly z vektoru v.

ProtoZe u a v jsou feSeni soustavy Ax = o, plati: Au” = 0 a Avl = 0. Mame dokizat, Ze
Au” +v") =0 a A(au”) = o. Podle véty 3.35 je

Au'+v") =Au" + AvT =04 0=o0,
A(au’)=aAu" =ao=o0.
5.11. Priklad. Najdeme mnozinu vSech feSeni homogenni soustavy lineirnich rovnic se Sesti neznamymi:
Ty + x9 4+ 225 + 314 + 325 + 336 = 0
Ty + To 4+ x3+ 314+ 35+ 15 =0
2z + 2x9 4+ 223 + 634 + 275 + 8z = 0

Eliminujeme matici soustavy (vektor pravych stran je nulovy, takZe je zbytecné jej psat).
112333 11 23 3 3 112333
111311} ~]00-10-2-2|~1001022
222628 00-20-4 2 000006

Z posledni rovnice budeme poéitat g, z pfedposledni rovnice z3 a z prvnoi rovnice x; . Hodnoty neznamych

9, %4, x5 mohou byt libovolné. Zavedme pro né parametry xo = I, ©4 = u, ¥5 = v. Z posledni rovnice
vychazi jediné x; = 0, z pfedposledni rovnice mame x3 = —2v a kone¢né z prvni rovnice dostdvame

¥ = —t+4v —3u - Jv = —t + v — 3u. Vysledek sumarizujeme takto:

(z1, 2, 23,24, T5,26) = (—t +v —3u, t, —2v, u, v, 0) =
=1(~1,1,0,0,0,0) + u(—3,0,0,1,0,0) + v (1,0, -2,0,1,0).

Z tohoto zapisu vyplyva, Ze mnozina vSech reSeni dané homogenni soustavy je mnozinou vSech linearnich
kombinaci uvedenych tii vektorii, coz muZeme zapsat pomoci linedrniho obalu takto:

M, = ((-1,1,0,0,0,0),(-3,0,0,1,0,0), (1,0,-2,0,1,0)).

61. Necht’ v je jedno FeSeni soustavy linearnich rovnic. Pro¢ vSechna ostatni FeSeni
této soustavy jsou ve tvaru souctu v + u, kde u je néjaké FeSeni homogenni soustavy
pridruzené k dané soustavé?

viz 5.18(1). Dokazuje se dosazenim do rovnice Ax=b. z predpokladu vime, ze Av=b, Au=0.
Secteme, dostaneme Av+Au = 0+b. Podle distributivity mame A(v+u)=b. Z toho plyne, ze (v+u) je
take resenim soustavy Ax=b.

5.17. Definice. Nechf A & = b je nehomogenni soustava linearnich rovnic o n neznamych a v € R™ je Redeni ne-
ué]a.ké jedno je_]i f‘e&';eni. Takovému feSeni v rikame ]lelf'.':.'r\'.‘,‘r"ti.".'-‘," Tesent neh()]nogeuni Soust.avy. !!H”H}_{JF' nni

Pokud zaménime matici b za nulovou matici stejného typu, dostavame homogenni soustavu Ax = 0, soustavy
kterou nazyvame piidruzenou homogenni soustavou k soustavé Az = b.

5.18. Véta. (1) Necht v je partikuldrni feSeni nehomogenni soustavy Ax = b a u je libovolné FeSeni
pridruzené homogenni soustavy A z = o. Pak v + u je také feSenim soustavy Az = b.

(2) Necht v a w jsou dvé partikuldrni FeSeni nehomogenni soustavy A o = b. Pak v — w je FeSenim
pridruzené homogenni soustavy A x = o.

Diikaz. Oznacme (stejné jako v ditkazu véty 5.10) symbolem v” jednosloupcovou matici, ktera obsahuje
1 T

slozky vektoru v. Analogicky ozna¢me u’ a w”.

(1) Podle piedpokladu plati A v" = b, Au” = 0. Pro soucet v + u pak plati
AT +u")=Av" + Au' =b+o=b.

(2) Podle predpokladu plati A v" = b, Aw” = b. Pro rozdil v — w pak plati
Al —w')=AvT —Aw" =b-b=o0.



5.19. Véta. Nechf v je partikuldrni feSeni soustavy Ax = b a My je linedrni prostor viech FeSeni

pridruzené homogenni soustavy A = o. Pak pro mnoZinu M vsech FeSeni soustavy A & = b plati
M= {v+u; ue M}

Diikaz. Z vlastnosti (1) véty 5.18 plyne, ze {v + u; uw € My} C M. Sta&i dokazat obracenoun inkluzi.

Pokud w € M, pak podle vlastnosti (2) véty 5.18 existuje u = w—v € My, takie w € {v+u; u € My}.

Plati tedy i obracenna inkluze.

62. Zformulujte a dokazte Cramerovu vétu.

5.29. Véta (Cramerovo pravidlo). Necht A je regularni ¢tvercova matice. Pak pro i-tou slozku reSeni
soustavy A x = b plati
det B;

o — —/],
; det A

kde matice B, je shodna s matici A aZ na i-ty sloupec, ktery je zaménén za sloupec pravych stran.

Drikaz. Vime, Ze plati £ = A~ b. Podle diikazu véty 4.37 o existenci inverzni matice plati
D
=1 ) o K A . 1.8 e
A7 =(cy) = (EJX) , kde D; ; je matice doplikii k matici A.
Necht b; jsou slozky sloupce b. Podle definice maticového nasobeni je

n

;= i i i by = Z D, b= ; (D],i by + Daiby+ -+ Dy bk) det B;
=1

T det A

detA 7 T detA

j=1

V posledni rovnosti jsme vyuzili vétu o rozvoji determinantu matice B; podle i-tého sloupce, viz po-

znamku 4.33.

5.30. Priklad. Pii feSeni soustavy

123 Ty 10
345 zo | = 11
568 T3 12
pouzijeme Cramerovo pravidlo. Dostdvame:
1|10 23 /1103 1|1 2 10 ‘123
',:]=Efll 4 51, :1.'2=5 3 11 5|, 1‘325 3 4 11|, kdeD=|3 4 5
|12 6 8| 5 12 8 5 6 12 {568

Vypocitanim ¢tyf determinanti z uvedenych matic typu (3,3) dostavame vysledek

18 -19 19 0 19
=== -9, @y = 5 =g W= 0, (z1,72,23)= (79, —5—,0) ;
5.31. Poznamka. Cramerovo pravidlo se nejevi pro vypocet feSeni soustavy s regularni matici prilis

wawr

spocitat inverzni matici elimina¢ni metodou. Vyhodna miize byt tato metoda pouze tehdy, kdyZ nepo-
trebujeme znat vsechny slozky feSeni, ale jen nékteré. Napriklad mtzeme mit néjaky fyzikalni model
vyjadieny rozsahlou soustavou linedrnich rovnic, pfi¢em#z z mnoha stovek vystupnich veli¢in (tj. slozek
reseni) nas zajima jen par.

63. Necht’ M = v+hul, . .. ,uki,M'=v+hu’ 1,... ,u’ ki. Navrhnéte a zdivodnéte

postup, podle kterého poznate, ze M = M'.

(5.61)
Nejdriv overime rovnost linearnich obalu (ul,u2....,un) a (u'l,u2,...,u'n). Pak dokazeme, ze v-v' patri
do linearniho obalu (u'l, u2,...,u'n).

Cvigeni. Nize uvedené mnoziny M, a M jsou zapsiny zpisobem obvyklym pro zdpis mnoziny
soustav linearnich rovnic, tj. jako soucet partikularniho feseni a mnoZiny viech feSeni pfidruzené
nni soustavy vyjadfené pomoci linearniho obalu. V nasledujicich ilohdch ovéfte, zda M; = M.
)M, = (1,1) +{(2,1)), My = (3,2) + {(4,2)),

b) My = (1,1,1) + {(2,1,3)), Mz =(1,0,2) + ((4,2.6)},

o) My = (1,0,0) + {(2,1,0),(1,2,1)}, Mz = (2.1, -1} + {(3,0,-1),(0,3,2)),

d) My =(1,2,3.4) + {(-2.4.-1,0),{4.0,2,-1),(0,2,1,-3)},

M; = (3,2,2,9) + ((6.-2,0,7).(0,4.-2,5). (3.1, - 1,6)},

&) My =(1,2,3,4,5,6) + {(2,1.0.3,0,-1),(3.1,0.3,-1,2), (5, -1,2.3,-3,1)),

- M;=(6,-2,7,4,0,7) + ((-7.6,-6,0,7,0),(-3,5,-4,3,5, -2).(5.0,2,6, -1, -6)).




5.61.7 Reseni.
— (a) ano.

— (b) ne (obaly se rovnaji, rozdil partikularnich feSeni nelezi v obal),

— (c) ano,

— (d) ne (dimenze prvniho lin. obalu je 3. zatimco dimenze druhého lin. obalu je 2).
— (e} ano.

64. Jakou dimenzi ma prostor FeSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic a pro¢?

(5.13; 5.14)

Necht' R je prostor reseni homogenni soustavy. Pak dim R = n - h(A), kde n - pocet sloupcu matice
A, h(A) - pocet nezavislych radku matice A.

5.13. Véta. Nechtf A « = o je homogenni soustava linedrnich rovnic o n neznamych, k = n —hod A. Pak
existuje k linedrné nezavislych vektori wy,us,..., u; z R" takovych, Ze pro mnozinu Afy viech feSeni
soustavy A x = o plati

.‘fo = (u; U2,..., 'H'.g,)
Vektory w, wa, ..., tvoil jednu z mozngch bazi linearniho prostoru viech feSeni M.

Duikaz. Vektory wu;,us,...,u;. najdeme analogicky, jako jsme to udélali v prikladu 5.11. Podle po-
znamky 3.21 je pocet rovnic soustavy po eliminaci roven hod A a je roven po¢tu neznimych, které
miiZeme z rovnic vypocitat. Ostatnich £ = n — hod A neznamych z;,,x;,,...,; miZe nabyvat libo-
volnych hodnot a zavedme pro né parametry z;, = p1,2i, = P2,.--,%i, = Pr. Vechna feSeni ziskdme
napriklad dosazovaci metodou pouzitou na rovnice po eliminaci (za¢indme posledni rovnici a kon¢ime
prvni). Z tohoto feSeni mizeme vytknout parametry:
(1,22, .., %n) =prus +p2uz+ -+ prup (5.2)
a dostavame hledané vektory wy, wa, ..., u;. Z nuvedené rovnosti a z definice linedarniho obalu 2.29 pfimo
plyne, Ze pro mnozinu vSech feSeni plati My = (u;, s, ..., ug).
Zbjva dokazat, 7e vektory w1, ua, ..., u; jsou linedrné nezavislé. Oznaéme u) € R*, u) € R*, ...,
u), € RF ty éasti vektorti wy, u, . .., uy, které obsahuji jen slozky iy, 42, . . . , ix. ProtoZe plati rovnost (5.2)
a také plati oznaceni x;, = p1,xi, = p2,...,Ti, = Pk, dostidvame
uy =(1,0,0,...,0), wu5=(0,1,0,...,0), ..., wup=(0,0,0,...,1).

Toto jsou linearné nezavislé vektory. Z toho plyne, Ze jsou linedrné nezéavislé i vektory wq,us, ..., ug,
protoze wy,us, ..., u) jsou jejich &asti.

Zavérecné tvrzeni véty, ze vektory i, usg,...,w; tvofi bazi prostoru feSeni homogenni soustavy,
plyne pfimo z definice béze 2.12.

5.14. Véta. Necht My je linearni prostor viech feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic Az = o
s n neznamymi. Pak dim My =n — hod A.

Dukaz. Véta je pfimym dtisledkem predchozi véty.

5.15. Poznamka. Nechtf n je poet neznamych homogenni soustavy Ax = o. Pak z véty 5.1 plyne
tento diisledek:
hod A =n pak soustava mé jen nulové feSeni,

hod A < n pak soustava ma nekoneéné mnoho reSeni.

5.34. Véta. Nechf homogenni soustava linedrnich rovnic Az = o ma matici soustavy ve tvaru

A = (E|C),
kde E je jednotkovi matice typu (m,m) a C je libovolna matice typu (m, k). Pak existuje baze fedeni
této soustavy by, by, ... . by, kterd ma tvar:
b
by o
= (-C"|E)),
by

kde E' je jednotkovd matice typu (k, k).

5.39. Véta. Nechi A je reguldrni matice a B je libovolnd matice se stejnym poétem fadkh. Rovnost

A - X = B je ekvivalentni s (A B) ~ (E|X).

Diikaz. Protoze A je regularni, ma soustava soustav AX = B jediné feSeni. Eliminujme rozsifenou
matici této soustavy soustav:
(AIB) ~ (E[X).

Rozsifena matice (E|X) obsahuje vpravo od ¢ary feSeni ptivodni soustavy soustav AX = B pravé tehdy,
kdy# (E|X) vznikla eliminaci z ptivodni roziifené matice (A|B).

5.40. Poznamka. Podobnym postupem miiZeme snadno obhdjit znamou metodu vypodctu inverzni ma-
tice (A|E) ~ (E|A~1). Vpravo od E mame feseni soustavy soustav AX = E, tj. mame tam inverzni
matici.



