Vlastni ¢isla, vlastni vektory
78. Definujte vlastni ¢islo matice/zobrazeni a vlastni vektor matice/zobrazeni.

(7.66; 7.70) Necht' A: L1 -> L2 je linearni zobrazeni. Cislo a se nazyva vlastnim cislem zobrazeni A,
pokud existuje vektor x (x neroven 0) a plati: A(x) = a*x. Vektor x se pak nazyva vlastnim vektorem
zobrazeni A prislusnym vlastnimu cislu a.

7.56. Véta. Nechf (B) a (C) jsou dvé baze linearniho prostoru L. Pak matice identického zobrazeni Matice
T: L — L vzhledem k béazim (B) a (C) je rovna matici piechodu A 5y od baze (C) k bézi (). identity

Ditkaz. Necht A je matice identity vzhledem k bazim (B) a (C). Podle (7.4) je
(I(bl),I(bz), -~ ,I(bn)) = (b}, bg, aeis g bn) = (Cl,C2, iee ,Cﬂ) .
Tato podminka je ekvivalentni s definici 6.18 matice pfechodu od béaze (C) k bazi (B).

7.59. Véta. Necht A: Ly — L je linedrni zobrazeni a necht (B,), (C;) jsou baze linearniho prostoru L,
a (Bs), (C3) jsou baze linearniho prostoru L;. Ozna¢me symbolem A, ) matici pfechodu od baze
(B1) k (C1) a A(e,, p,) matici pfechodu od baze {C3) k (B2). Je-li A matice zobrazeni A vzhledem
k bazim (B,), (B2), pak A, p,) - A - A(p,.c,) je matice téhoz linedrniho zobrazeni vzhledem k bazim
(Ch), (C2).

Dukaz. Matice A(p, ¢, je podle véty 7.56 matici identického zobrazeni 7, : Ly — L, vzhledem k bézim
(C1) a (B1)- Stejné tak matice A, p,) je matici identity Zp: Ly — Lo vzhledem k bazim (B,) a (Cy).
Dale si sta¢i uvédomit, ze A =Ty o Ao 7 a pouzit vétu 7.55.

7.60. Definice. Necht A: L — L je linedrni zobrazeni (linedrni prostor vzorti i obrazii je stejny a ma Zobrazent
kone¢nou dimenzi). Misto, abychom mluvili o matici linedrniho zobrazeni vzhledem ke stejnym bazim (B) do stejncho
a (B) (to pusobi, jako bychom koktali), struéné se zmifiujeme o mafici zohrazeni A vehledem k bazi (3).  prostoru

7.61. Véta. Necht A: L — L je linearni zobrazeni, (B), (C) jsou dvé baze linearniho prostoru L a
Ap.c) jc matice pfechodu od baze (B) k bazi (C). Je-li A matice zobrazeni A vzhledem k bazi (B),
pak At n.cy A Apc) je matici téhoz linedrniho zobrazeni vzhledem k bazi (C).

Dikaz. Aa}]_c) je podle véty 6.21 matici pfechodu od (C) k (B). Zbytek plyne z véty 7.59.

7.62. Poznamka. ProtoZe mozné matice prechodu od baze k bazi jsou pravé viechny reguldrni matice,
miizeme na zakladé predchozi véty fici, Ze dvé matice A, B jsou maticemi stejného linearniho zobrazeni
A: L — L pravé tehdy, kdy# existuje regularni matice P takova, 7 B = P~1- A . P. Tyto matice se
tedy z pohledu linearniho zobrazeni pfilis nelisi, coZ vystihuje nasledujici definice:

7.65. Poznamka. Nasledujici ¢ast textu o vlastnich ¢islech jsem ke kapitole o linedarnich zobrazenich 1losing cisio,
zafadil poté, co byla do osnov algebry pro prvni roénik zafazena zminka o vlastnich vektorech. Je to wlasing vel-
téma docela rozsahlé. Zde jsou uvedeny jen zakladni vlastnosti, takZe c¢tenafr s hlubsimi zajmy o tuto for
problematiku bude muset sdéhnout po jiném zdroji informaci, napfiklad [14].

7.66. Dehm(v Necht A: L — L je linearni zobrazeni. Cislo A € C se nazjva '
., pokud existuje vektor & € L,  # o takovy, ze .A(:n) = Ax. Vektor z, ktery splnu_]e uvedenou

y

rovnost, se nazyva vlasini vektor zobrazeni A piislusny viastnimu céislu A,
7.67. Poznamka. ProtoZe vlastni ¢islo miiZze byt slo komplexni, je potfeba pracovat s modifikovanou
definici linearniho prostoru 1.6, ve které nahradime mnozinu redlnych ¢isel mnozinou ¢isel komplexnich.

Jak plyne z definice 7.66, budeme totiZ nuceni pfi praci s vlastnimi &sly a vlastnimi vektory nésobit
vlastni vektor komplexnim ¢islem. V modelovych pfikladech se pokusim komplexnim éisliim vyhnout.

7.68. Poznamka. Pokud existuje vlastni ¢islo zobrazeni A, pak mu pfisludi vice vlastnich vektor.
Piidame-li k témto vektoriim vektor nulovy, dostavame linearni podprostor prostoru L. Skuteéné, pokud
z, y spliuji A(x) = Az, A(y) = Ay, pak

Alz+y)=Alz) + Aly) =Az+ Ay =A(z+y), Alaz) =acAlz) = adz = A(azx).



7.69. Poznamka. Pojem vlastni ¢islo definujeme nejenom pro linedrni zobrazeni, ale rovnéz pro ctver-
cové matice. Zahy zjistime, e mezi vlastnim &islem zobrazeni a matice je tzkd souvislost.

7.70. Definice. Nechf A je ¢tvercovd matice typu (n,n) realnych nebo komplexnich ¢isel. C?s_lo AE C
se nazyva vlastnim cislem A, pokud existuje vektor = € C", x # o, takovy, Ze A - 2 = Aa?.
Vektor x, ktery splituje uvedenou rovnost, se nazyva \

7.71. Véta. Necht A: L — L je linearni zobrazeni a A je jeho matice vzhledem k néjaké bazi (B). Pak A
ie vlastnim éislem zobrazeni A pravé tehdy, kdyZ je vlastnim ¢islem matice A. Navic x je vlastni vektor
zobrazeni A pfislugny A pravé tehdy, kdy# soutadnice vektoru & vzhledem k bazi (1) tvofi vlastni vektor

matice A prislusny A.

1

Ditkaz. Oznaéme u € C" soufadnice vektoru @ v bazi (B). Podle véty 7.49 sloupec A - ul ol?s?ahuje
soufadnice obrazu A(x) vzhledem k bazi (B). Takze A(x) = Ax pravé tehdy, kdyz A - ul = u'.

7.72. Poznamka. Mnozina viech vlastnich ¢isel linedrniho zobrazeni nebo matice se nazyva

Vlastnim ¢isléim/vektortim néktefi Cedti autoii Tikaji charakieristicha cusla/veltory (anglicky eigenvalue,

eigenvector, co? je odvozeno z néméiny).

7.73. Poznamka. Vlastni &slo zobrazeni A je podle predchozi véty vlastnim &islem vSech matic tohoto
zobrazeni (vzhledem k rozliénym bézim). Tyto matice jsou podle pozndmky 7.62 vzéjemné podobné.
Mfizeme tedy Fici, #e pokud P je reguldrni matice, pak vlastni ¢isla matic A a P~1. AP jsou stejni.

79. Pro¢ maji podobné matice stejna vlastni isla?

(7.75;7.78)

protoze podle vety 7.78 podobne matice maji stejny charakteristicky polynom.

7.63. Definice. Matice A je podobno matici B, pokud existuje regularni matice P takova, #e plati
B=P!.A.P. ’

7.64. Poznamka. Je-li A podobna B, pak je i B podobni A, protoZe misto matice P miiFeme pouzit
matici P!, Staéi tedy fikat, Ze matice jsou si vzajemné podobné. Je-li A podobnid B a B podobna C
pak je A podobnd C, protoze soucin reguldrnich matic je matice regularni a protoze (BPQ) 1= Q’lP_lj
Matice je podobnd sama sobé, protoze E je reguldrni.

7.78. Véta. Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.

Didkaz. Necht P je reguléarni. Matice P~'AP je podobna matici A. Vypocteme jeji charakteristicky
polynom:

det(P~'AP — AE) = det(P !AP — AP 'EP) = det(P~ AP — P~ !)\EP) =
= det(P™' (A — AE)P) = det P~" det(A — AE) det P = det(A — AE),
protoze det P~ det P = 1.

80. Definujte charakteristicky polynom matice a zdiivodnéte, proc¢ jeho koieny jsou
vlastnimi ¢isly matice.

(7.75; 7.74)

Necht A je ¢tvercova matice, polynom det (A — AE) nazyvame charakteristicky polynom matice A a

rovnost det (A —AE) = 0 charakteristickou rovnici. Je-1i A k-nasobnym kofenem charakteristické

rovnice, itkame, Ze A je k-ndsobnym vlastnim &islem.
7.74. Poznamka, Piikroc¢ime nyni k vypoétu vlastnich éisel, je-li dédna étvercova matice A. Vyjdeme
z rovnosti A - x” = Ax” = AE - a”. Z obou stran této rovnice ode¢teme A\E - 7. Dostavame vztah
A" - A\E-z2" = (A-)AE)-27 = o'. Z definice vlastniho ¢sla vime, #e pisluiny vlastni vektor z musi
byt nenulovy. Je tedy zfejmé, ze A bude vlastnim ¢islem matice A pravé tehdy, kdyz homogenni soustava
s matici A — A E bude mit nenulové feSeni. Timto feSenim pak bude vlastni vektor pfislugny vlastnimu
¢islu A. Aby tato soustava méla nenulové Fedeni, musi jeji matice byt singularni, tj. musi det(A—AE) = 0.
Tim mame odvozen vzorec na vypocet vlastnich éisel. Uvédomime si jesté, Ze det(A — AE) je polynom
v proménné A. Tento polynom se nazyva i matice A. Jeho stupei je stejny, jako
pocet Fadki matice A. Oznaéme toto ¢islo n. Abychom tedy nasli vSechna vlastni éisla dané matice,
stadi najit viechny kofeny charakteristického polynomu této matice. Podle zdkladni véty algebry téchto
kofenti (véetné jejich ndsobnosti) je n. KaZdd matice ma tedy n vlastnich ¢isel (obecné ne vzajmené
riiznych). Kazdé linedrni zobrazeni A: L — L m4 tolik vlastnich é&isel, kolik je dimeze L.



7.75. Definice. Nechf A je ¢tvercova matice. Polynom det(A — AE) nazivame claralicristicky po
lyn matice A a rovnost det(A — AE) =0 charaktcnstlckou rovmc1 Je-li A k- nasobnym korenem
Lhdra.ktcrlstlckc rovnice, fikame, Ze A je k-nasobnym vlastnim cislem.

7.76. Priklad. Uvedeme jesté cely postup odvozeni vypoctu vlastnich ¢isel matice (viz pfedchozi po-
znamku) znovu na konkrétnim numerickém pfikladé, protoze odvozeni muize pro nékoho byt na konkrét-
nim pfikladé nazornéjsi. Budeme hledat vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

5-2 2
A=1|-1 4 -1
-4 4 -1
Podle definice 7.70 hledame takové ¢islo A a vektor & = (1,22, 23), aby byla splnéna maticova rovnost
5 -2 2 I I
-1 4 -1 2 I2 =A T2 3
—4 4 —1 T3 I3

a pfitom vektor & byl nenulovy. RozepiSeme tuto rovnost do slozek:

521 — 2@9 + 223 = Az (5— N — 219 + 223 =0
e e 42?2 — I3 = A.’Eg tj. —1151+(4 - )\).’L‘z — I3 = 0
—4x1 + 419 — T3 = A13 4z + 4dza+(—1 - Naz =0

Potfebujeme, aby uvedena homogenni soustava se étvercovou matici méla nenulové feSeni. Matice sou-
stavy tedy musi byt singuldrni, tj. musi mit nulovy determinant:

5—A -2 2
det| —1 4-2A -1 =0,
—4 4 —-1-2A
Hledame tedy A takové, aby det(A — AE) = 0. Pfisté uz toto odvozeni nebudeme opakovat, ale zacneme
rovnou od rovnice det(A — AE) = 0.

det(A —AE) = (5-A)(4—A)(=1-A) =16 — (—4(4 = X) —4(5 — A) +2(-1-}X)) = —(A = 3)’(A - 2),

takze vlastni ¢isla jsou A = 3 a A = 2. Najdeme jesté vlastni vektory. Nejprve najdeme vlastni vektory
prislusné vlastnimu ¢islu 3:

5-3 -2 2 2-2 2
-1 4-3 -1 |=[-1 1-1]~(1-11).
-4 4 -1-3 —4 4 —4

Béze fefeni homogenni soustavy s matici (1 —1 1) je napfiklad {(1,1,0),(—1,0,1)}. Toto jsou dva
linedrné nezdvislé vlastni vektory, které pfislugi vlastnimu éislu 3. VSechny vlastni vektory pfislugejici
vlastnimu ¢islu 3 tvoii linearni obal této baze, ovSem bez nulového vektoru. Nyni najdeme vlastni vektory,
které prislusi vlastnimu ¢islu 2:

52 ~32 2 3-2 2 -1 2-1 5 B .o
-1 4-2 -1 |=[-1 2-1]|~| 0 41 ~( : 4_1)
-4 4 ~1-3 -4 4-3 0-4 1

Dimenze prostoru feSeni homogenni soustavy s touto matici je 1, tj. staci najit jeden vektor feSeni:
(—2,1,4) a ostatni vektory feSeni jsou jeho nasobky. Tato feSeni (bez nulového) jsou téz viechny vlastni
vektory matice A, které prislusi vliastnimu ¢islu 2.

Celkem tedy m4 matice A tii linedrné nezdvislé vlastni vektory: (1,1,0),(—1,0,1),(—2,1,4). Prvni
dva piisludeji vlastnimu éislu 3 a posledni pfislusi vlastnimu éislu 2.

81. Vysvétlete, pro¢ matice, kterd ma pouze jednonasobna vlastni &isla, je podobna s
diagonalni matici.

(7.83)

Necht’ matice A (n,n) méa pouze jednondsobna vlastni ¢isla, ¢ili ma n riznych vlastnich ¢&isel. Vlastni
vektory pifsluejici k riznym ¢islim jsou linedrné nezavislé. Matice mé také n linedrné nezavislych
vlastnich vektort a je tedy podobna diagonalni matici.



7.81. Priklad. Diagonalni matice

A0 0 0
0 A O 0
D=]0 0 As 0
0 0 0 An

ma charakteristicky polynom (A —A) (A2 —A) - - - (A, —A), protoZe determinant diagonalni matice D—A\E
je roven soucinu prvkii na diagonale. Vlastni ¢isla matice D tedy jsou A1, Az,..., An.

Vlastni vektor matice D pfislusny vlastnimu ¢islu A; je vektor obsahujici samé nuly s vyjimkou i-té
slozky, ve které je néjaké nenulové ¢islo, tieba jednicka.

Matici D z tohoto pfikladu budeme znacit D = diag(Ay, Az, ..., A,). Tim uSetfime papir.

7.82. Véta. Necht A je étvercovd matice typu (n,n). Sestavme libovolnd komplexni &isla ;. ..., A, do
diagonalni matice D = diag(Ay, ..., An) alibovolné nenulové vektory ;. ..., ®, z C" zapisme do sloupci
matice P, tj. P = (=] ,..., xT). Pak plati: ésla Aj,.... A, jsou vlastnimi ¢isly matice A a x,..., 8

jsou jejich odpovidajici vlastni vektory pravé tehdy, kdyz je splnéna rovnost PD = AP.

Diukaz. Rozepisme maticové nasobeni: PD = (z7,...,2T) -diag(\1,...,Ax) = (M zT,... A 2l). Déle
je AP = A(z],....zT) = (Az],...,AzT). Mame tedy obé strany zkoumané rovnosti PD = AP
rozepsany do sloupcii. Vidime, Ze rovnost v i-tém sloupci A; :1:3" = A:.v:;fr plati pravé tehdy, kdyz A; je
vlastni ¢islo matice A a x; je pfislusny vlastni vektor.

7.83. Véta. Nechf ma étvercovd matice A s n fadky n linedrné nezavislych vlastnich vektorti (kazdy
z nich prislusi néjakému vlastnimu ¢islu matice). Pak je matice A podobna diagonalni matici.

Dukaz. Sestavime diagonalni matici D z vlastnich ¢isel pfislusnych vlastnim vektorim @y, ..., x,. Dile
pouzijeme predchozi vétu. Protoze matice P = (&7 ,...,2L) obsahuje podle pifedpokladu véty linearné
nezavislé sloupce, je P reguldrni, takie je mo#né vztah PD = AP vynasobit zprava matici P~'. Dosté-
vame A = PDP~!, tak#e matice A je podobna matici D.

7.84. Véta. Nechf je matice A podobna diagonalni matici, to znamena, Ze existuje regularni matice P
a diagonalni matice D takové, ze A = PDP~!. Pak D obsahuje vlastni ¢isla matice A a ve sloupcich
matice P jsou vlastni vektory pfislusné (podle pofadi) odpovidajicim vlastnim ¢éisliim zapsanym v D.

Diikaz. Po pievedeni vztahu A = PDP~! na AP = PD stadi pouzit vétu 7.582.

82. Pro¢ je matice singularni privé tehdy, kdyZ ma nulu jako vlastni &islo?

Podobnost

s diagondlni

matic

Je-li 0 vlastni cislo matice A, pak musi byt A -LE = A -OE = A singularni. (aby splnovalo rovnost (A-

LE)x=0) A naopak: Je-li A singularni, pak det(A - AE) = 0 pro A = 0, takze nula je vlastni cislo.



