Determinant

52. Definice determinantu.

(4.15)
Determinant je zobrazeni, které piifadi kazdé ¢tvercové matici A skalar det A.

Ze skript 4.15: Necht' 4 = (a; ) je ¢tvercova matice typu (n,n). Cislo
Z SGNT * Q14,2 4y ** " Cn,

=(i1 i2seesin)

nazyvame determinantem matice A a znacime je det A.

4.15. Definice. Nechf A = (a; ;) je étvercova matice typu (n,n). Cislo Definice
determi-
Z SENT - Q1 4, A2y *** OQni, (4.1) nanlu
m=(i1,i2:0-sin )
nazyvame determinaniem matice A a znatime je det A. V uvedeném vzorci se sCita pies viechny per-

mutace n prvkil, tj. jedna se podle véty 4.3 o n! scitanci.

4.16. Poznamka. Je mo#né, Ze vzorec z definice 4.15 je pro nékteré étenafe malo srozumitelny. Pokusime
se jej proto v této poznimce trochu vysvétlit a zlidstit.

Piedstavme si ¢tvercovou matici jako $achovnici rozméru n X n a pokusme se na ni rozmistit n
Sachovych véZi tak, aby se vzdjemné neohroZovaly. Podle poznamky 4.11, odst. (3) je moZné kazdé
takové rozmisténi popsat jednou permutaci (pozice vézi éteme po Fadcich). Podle véty 4.3 vidime, Ze
existuje n! rizngch permutaci, tedy existuje n! riiznych feseni této Sachové tilohy. Pokusme se pro kazdé
feSeni této tlohy zapsat odpovidajici permutaci, zjistit znaménko této permutace, nadzvednout vézicky
a zapsat si hodnoty prvki, na kterych ty figurky stoji, vyndsobit tyto hodnoty mezi sebou a vysledek
jesté nasobit znaménkem permutace. Pak si tento vysledek ulozime do paméti. Az projdeme viech n!
mo7nosti rozmisténi vézi, ziskime v paméti n! séitanci a ty seCteme. Vysledkem je determinant matice.

4.23. Priklad. Pravé popsanou metodou sp,oéité.me determinant matice
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V literatufe se pro det A ¢asto pouziva znadeni |A|. Nize tedy zapisujeme prvky jednotlivych matic mezi
svislé ¢ary a tim dédvame na jevo, Ze pocitime determinant.
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V kroku (1) jsme prvni fiddek nasobili —2 a pfi¢itali k druhému, pak jsme prvni fadek nédsobili —1 a pfi-
¢itali k tfetimu a nakonec jsme prvni fadek nasobili —2 a pfi¢itali ke ¢tvrtému. Tyto operace podle (V5)
neméni hodnotu determinantu. V kroku (2) jsme prohodili druhy fidek se tfetim, coz podle (V1) zméni
znaménko determinantu. Napsali jsme toto znaménko pfed determinant modifikované matice. V kroku (3)
jsme druhy fadek nisobili tfemi a pficetli ke tfetimu a étvrtému. To podle (V5) neméni hodnotu deter-
minantu. Koneéné v kroku (4) jsme tfeti fadek nasobili —1 a pficetli ke ¢tvrtému. Tim dostdvame matici
tvaru (4.2) z piikladu 4.20, o které vime, Ze ma determinant roven soucinu prvkil na diagondle.

Upozorfiujeme na ¢astou zacatecnickou chybu pfi pocitani determinanti. V Gaussové eliminaéni
metodé se vétSinou neklade diiraz na to, ktery fddek od kterého odeéitime, protoze vysledny fadek
muzeme kdykoli pozdéji nasobit éislem —1. Pfi poéitani determinanti to ale jedno neni. Napfiklad v kroku
(1) jsme od druhého Fadku odecitali dvojnasobek prvniho a vysledek psali na druhy fadek. Kdybychom
od dvojnasobku prvniho fadku odeéitali druhy a vysledek psali do druhého fadku, dopustili bychom se
chyby, ktera nim zméni znaménko determinantu. Mnemotechnickid pomiicka: piSeme-li visledek souétu
na i-ty fadek, pak i-ty fadek plivodni matice nesmi byt v sou¢tu ndsoben zadnou konstantou. Ostatni
Fadky mohou byt nasobeny libovolnou konstantou a pfi¢itany k tomuto Fadku. Je tfeba si tedy uvédomit,
7e ,piic¢teni ndsobku fadku a k fadku b* (korektni krok) neni totéz, jako ,pfi¢teni fidku a k nasobku
fadku b (nekorektni krok).



53. Zduvodnéte z definice zakladni vlastnosti determinantu.

4.21. Véta., Zakladni vlastnosti determinantu.
(V1) Jestlize se matice B lisi od matice A jen prohozenim jedné dvojice fadki, pak det B = — det A.
(V2) Jestlize matice A ma dva stejné Fadky, pak det A = 0.

V dalsich vlastnostech (V3) az (V5) oznacujeme symbolem | a; | matice, které se lisi pouze v i-tém

fadku, zde oznaceném a;. V fadcich, které jsou vyznaceny teckami, se jednotlivé matice shoduji.

(V3) det| ava; | =adet| a;
(V4) det| a@; | +det | b; | =det | a; +b;
(V5) det| a;+aa; | =det | @; |. kde a; je néjaky jiny fadek téZe matice.

Diikaz. (V1) Souéin ay 4, - - @, 4, odpovidd ve vzorci pro vypocet det A permmtaci m = (4y,42,...,0y,).
Tenty# soucin najdeme i ve vzorci pro vypodet det B, pouze bude odpovidat permutaci 7', kterd vznikne
z permutace 7 piehozenim dvou prvkil. To podle véty 4.0 znamend, ze sgn#’ = —sgnn. V kazdém z n!
séitanclt pro vypocet det B tedy mdme opacné znaménko, nez ve s¢itancich pro vypocet det A. Musi
tedy byt det B = —det A.

(V2) Prohodime-li v matici A mezi sebou dva stejné fadky, dostdvame zase matici A. Podle (V1)
pro tuto matici plati det A = —det A, coz nemiize byt splnéno jinak, nez %e det A = 0.

Vlastnosti (V3) a (V4) plynou pfimo z definice determinantu: o

(V3) E SEUT ay j, A2, -~ (X Qi) Qig1 iy Qg = @ E SEOT A1,5, 82,5 * @i j; Bitl,jigs ** Anjn-
(V4) E SEO T @15, G2,j, "~ (@i g, + 0iji) Giv1,5isy ** Cnju =

= E :Sgn?fﬂua 42,5z *** GiGi Gitljisr ~ " Onygn T E SN T A15, @255 ** - Biji Qi1 iy =" On -

(V5) dokizeme pouzitim pravé dokazanych vlastnosti:

a; a; a; a; a; a;

V4
det ) det 1| tdet iy det | : | +adet| : L det

a; +aa; a; aa; a; a; a;

r r

54. Pro¢ pri¢teni nasobku Fadku k jinému nezméni hodnotu determiantu?

viz 4.21(V5)

55. Formulujte (bez ditkazu) vétu o rozvoji determinatu podle Fadku/sloupce.

viz 4.30

4.30. Véta (o rozvoji determinantu podle r-tého fadku). Necht A = (a,,) je Etvercova matice
tylm ’(-u.. n) a A;; jsou matice typu (n — 1,n - 1), které vzniknou z matice A vynechdnim i-tého fadku
a j-tého sloupce. Pak pro kazdé r € {1,...,n} plati

ary (-1 det Ay + a2 (1) det Ayo+ -+ - + Gy (=)™ det A,.,, = det A. (4.3)
Je-li ddle t € {1,..., n}, t # r, pak plati

ara (—1)* det Ary +ara (1) det Arg + - + apn (~1)*" det A, ,, = 0. (4.4)

Zakladni

viastnosti

Rozvoj deter-
minantu



Dukaz (pro hloubavé ¢tenare). Podivejme se na vzorec (4.1) pro det A. Seskupime v ném vsechny
s¢itance, které obsahuji prvek a;; k sobé, déle seskupime k sobé s¢itance, které obsahuji prvek a; o a
tak dale az po posledni skupinu, ve které se vyskytuji s¢itanci s prvkem a; ,. Tyto prvky ze soﬁétﬁ
vytkneme. Pro s-tou skupinu séitancii tedy mame:

Z SEOT - Q1 4024y * A g, = A1 ¢ E SENT -Ag 4, "Qni, | =*

T=(8,i2,...,in) w=(5,i2,.-.11)

Z permutace 7 = (s,4s,...,i,) prvki mnoziny M = {1,2,...,n} vytvoime permutaci =’ = (B4 005 30)
Prvkﬁ mnoziny M\ {s} tak, Ze odebereme prvni prvek z permutace 7. Nova permutace 7’ ma o s—1 mléné
inverzi neZ permutace n. (Nakreslete si viechny inverze spojené s prvkem s.) Pro znaménka permutaci
tedy plati sgnm = (—1)*"'sgn#’ = (—1)*+! sgn#’. Pokraujme nyni déle v nasem vypoétu:

*x=a; , (—1)** Z SEnm -Gz, - Gng, | = a1, (~1)"+ det A,
7' =(iz,-...in)

Determinant A je souétem vSech skupin séitancil pro s =1,2,...,n, coz dokazuje vzorec (1.3) pror = 1.

Nechf nyni r # 1. Prohodime r-tj fadek matice A s predchozim, pak jej prohodime s dalgim
predchézejicim Fadkem, atd. aZ dostaneme piivodné r-ty fddek na prvni faddek modifikované matice B.
K tomu potfebujeme provést r — 1 prohozeni, takze plati detB = (—1)""!det A. Provedeme TOZVOoj

determinantu matice B podle prvniho fadku (B1,s je matice, kterd vznikne z matice B vynechinim
prvniho fadku a s-tého sloupce):

det B = ar (=1)"*' det By 1 +a,5 (~1)** 1 det Byg + - + arn (~1)"" det By ,,.

Protoze det A = (—1)" ' det B a protoze By ; = A, ,, mame vzorec (4.3) dokazan.
. Uvazujme ¢ # r a nahradme {-ty fidek v matici A Fadkem r-tym. Novou matici oznaéme C. M4 dva
stejné Fadky, takze je det C = 0. Rozvoj tohoto determinantu podle {-tého Fadku odpovidd vzorei (1.4),

4.3’1. Poznamka. Vzhl.egem k platnosti véty 1.28 plati analogicks véta o rozvoji determinantu podle
s-tého sloupce. Zkuste si ji zformulovat jako cvideni.

4.34. Priklad. Uvazujme matici A z piikladu 4.23. Provedeme rozvoj determinantu A podle prvniho
fadku.

1 2 2 222 21 2 2 1 2
detA=1-(-1)""13 1 2|42:(-1)"%|1 1 2|4+4-(-1)'*3.|1 3 2|-1.(-1)*|1 8 1]|=
1 21 2 21 2 11 2 1 2

=1-5+2-0+4-(-5)—1-0=—15.

Vidime, Ze jsme si pfi vypoétu moc nepomohli. Rozvoj determinantu podle fadku nebo sloupce matice
typu (n,n) obecné vede na n determinantti matic, které maji o jediny fadek a sloupec méné. To neni
Zadna vyhra.

Kdybychom opakované provadéli rozvoj vzniklych determinanti podle fadku nebo sloupce, mohli
bychom dojit az k maticim typu (1,1), u kterych je determinant pfimo roven hodnoté prvku dané matice.
Programatory miiZe napadnout, ze lze tedy vétu o rozvoji determinantu vyuzit pfi implementaci viypoctu
determinantu rekurzivnim algoritmem. Ovsem pozor! Tento algoritmus potfebuje zcela stejné mnozstvi
operaci, jako pii vypoétu determinantu p¥imo z definice. Jak uz jsme si uvadéli, pfi matici typu (50, 50) se
jedna zhruba o 10% operaci. Prakticky to znamend, ze bychom se pravdépodobné vysledku nedoéckali za
celou dobu predpokladané existence nasi slunecni soustavy a kdo vi, jestli by se dfive nezhroutil vesmir.

MiiZzete namitnout, k éemu Ze je metoda rozvoje determinantu dobra? Pokud se v né&jakém fadku
nebo sloupci matice vyskytuje mnoho nul, miZeme zmensit velikost matic, ze kterych poéitdme deter-
minant. Je-li na fadku nebo sloupci jediny nenulovy prvek, dostivame jedinou matici o jeden fadek a

sloupec mensi. V piikladu 4.23 jsme mohli napiiklad pfed provedenim kroku (2) provést rozvoj determi-
nantu podle prvniho sloupce a déle pracovat jen s matici typu (3, 3). Pred krokem (4) jsme mohli znovu
provést rozvoj determinantu podle prvniho sloupce:

2 1 2 4

1 4 -1 ~1
2 1 2 2 |0 -3 -6 4 -8 6 4 L -8 8

= =1-| 1 -3 3|==|-3 -6 4=
1 3 1 2°lo 1 -3 3 & 2 -
2 1 2 1/ |0 -3 —6 3

| 1 -3 3
— 1o —15 13/=-1.178 B 15 12_15-13=_15.
5 ~15 12

-15. 12

Vyhoda se projevi vyraznéji, pokud napiiklad ¢isla v prvnim fadku ¢& sloupci jsou nesoudélna a je

e

vyhodnéjsi zacit vyrabét nuly v jiném fadku nebo sloupci. Eliminaéni metodou v ném vytvorime nuly a
pak provedeme podle tohoto Ffadku nebo sloupce rozvoj determinantu.
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56. Z véty o determinantu soudinu odvod’te vzorec pro determinant inverzni matice.

(4.38)
Necht' B je inverzni matice k matici A. Pak det B = 1/(det A)

Eto podle mé nestacéi, chté&ji to odvodit ze soufinu determinantid, zkusil jsem to takto

detA* detB=det(A*B)=detE-\frac{detB} {detA }=1 => detB=\frac{1} {dctA}

4.35. Véta (Laplaceova). Nechf A, B jsou étvercové matice. Pak det A det B = det(A - B). Souéin de-
terminantu

Dukaz (pro hloubavé ¢tendfe). Uvédomime si, Ze lze matici A prevést pouze fadkovimi ipravami na

matici A’, kterd je tvaru (4.2). Navic miZeme provadét pouze takové tipravy, které neméni determinant:

pii¢itani nasobku jiného fadku k fadku podle (V5) véty 4.21 neméni determinant a pokud potiebujeme

prohodit Fadky, pak okamzité pronasobime jeden z nich konstantou —1. Tyto operace skutecné staéi na

prevedeni matice na tvar (4.2), a pfitom mame zaruceno, 7ze det A = det A’. Podle véty 3.55 existuje

¢étvercova matice P, pro kterou plati

A'=P- A

Dale pfevedeme matici B na matici B’ tvaru (1.2) pouze sloupcovymi tipravami takovymi, které neméni
determinant. Mame tedy det B = det B’ a navic podle pozndmky 3.58 existuje matice Q takovi, Ze

B'=B-Q.

Plati
det A det B = det A" det B’ = det(A’ - B').

Posledni rovnost ovéfime z definice maticového nasobeni a vyuzijeme toho, Ze obé matice A’ i B’ jsou
tvaru (4.2). Matice A’ - B’ je také tvaru (4.2) a pro jeji diagonalni prvky g;; plati, e gi; = al, bi i
Protoze se determinanty matic tvaru (4.2) poéitaji jako soudin prvkd na diagonile, mame skuteéné
det A’ det B’ = det(A’ - B).

Na matici A - B provedeme stejné fadkové a sloupcové tpravy, jako jsme provedli na matice A
resp. B. Dostaneme matici A’ - B’, protoze

P.-(A-B)-Q=(P-A) (B-Q) =A'-B.

Provedené radkové a sloupcové ipravy neméni determinant, takze matice A’ - B’ ma stejny determinant
jako matice A - B. Dostavame vysledek

det A det B = det A’ det B’ = det(A’ - B') = det(A - B).

4.36. Poznamka. Na zaveér kapitoly o determinantech pfedvedeme slibeny ditkaz véty 3.50 o existenci Fristence
inverzni matice pro kazdou reguldrni matici. MiZeme to povaZovat za prvni praktické vyuziti pojmu inverzni ma-
determinant. Dal$i vyuziti najdeme v nasledujici kapitole o soustavdch linedrnich rovnic a dile pozdé&ji tice
pii pocitani objemi jistych téles.

Vétu 3.50 o existenci inverzni matice zde pfepiSeme znovu.

4.37. Véta. Ke ¢tvercové matici A existuje inverzni matice pravé tehdy, kdyz A je regularni.
A 3 3 ;28

Dikaz. Necht nejprve A je singuldrni, tj. podle véty 4.27 je det A = 0. UkéZeme, 7e pak inverzni matice
neexistuje. Kdyby existovala (ozna¢me ji A~'), pak musi A - A~! = E a podle véty 4.35 je

l=detE=det(A-A™')=det AdetA™' =0 -det A~! =0,

co# je spor. Inverzni matice tedy k singularni matici neexistuje.
Necht nyni A je reguldrni. Sestrojime matici
1
—1 T
= BT,
det A

kde B = (D; ;) je matice doplikii k matici A. UkédZeme, Ze takto sestrojend Al je inver?.pj matice.
Musime tedy ovéiit A - A~! = E a ddle A~ - A = E. Je-li B = (D, ;), pak samoziejme je BY = (D; ;).
Podle definice soudinu matic 3.31 vypo¢itdme prvek e; , matice A - A~ 1:

1
det A=1 proi==Fk
= 1 1 _ ) detA ’
Cik = Z}%j Tt A Dy ; = Jot A (@i,1 Dk +aiaDga+-- +aipnDin) = 1
J=

0=0 ro i # K.
det A 2 #
Zde jsme vyuiili vétu o rozvoji determinantu podle i-tého Fadku, viz pozndmku 4.33. Zjistujeme, 7e
prvky e; ;. jsou v souladu s definici jednotkové matice 3.44. Rovnost A~!'- A = E bychom dokazovali
podobné. Pouzili bychom vétu o rozvoji i-tého sloupce namisto fadku.



4.38. Véta. Necht A je regularni matice. Pak det A= = 1/det A.

Dukaz. Diikaz jsme vlastné uz provedli v prvni ¢asti ditkazu predchozi véty. Zopakujeme si to. Protoze
E = A-A"! musi podle véty 1.35 bjt 1 = det E = det A det A~!. Z toho piimo plyne dokazovany
vzorec.

4.39. Poznamka. Dikaz véty 1.17 nam dava navod, jak sestrojit inverzni matici k matici A. Je to vlastné
vedle eliminaéni metody popsané v piikladu 3.53 daldi metoda hledani inverzni matice. MiiZeme ji fikat
ymetoda hleddni inverzni matice pomoci dopliikii. Uvédomime si ale, Ze pro velké matice je elimina¢ni
metoda podstatné iéelndjsi nez metoda pomoci dopliikil, ktera vyzaduje spoéitat n? determinantt matic
typu (n — 1,n — 1) a jesté spocitat det A. V nasledujicich piikladech si proto tuto metodu ilustrujeme
jen na malych maticich.

57. Zformulujte a dokaZte vétu na vypocet inverzni matice pomoci dopliikii.

(4.40;4.32)
zformulujte beru - 4.40 ale dokazte :-O to uz neberu, nejakej napad nekdo?

Jelikoz 7 — A - A~ ! tak podle Laplaceovi véty (4.35) 1 = detll = det A - det A~ " ¢ &ehoz
jiz vzorec za pomoci uprav odvodime.

4.32. Definice. Nechf A je ¢tvercova matice typu (n,n). Doplnék matice A v pozici (i, ) je &slo D 55
definované vzorcem: D; ; = (—1)"*7 det A; ;, kde A; ; je matice typu (n—1,n - 1), ktera vznikne z matice
A vynechanim i-té¢ho fadku a j-tého sloupce.

4.33. Poznamka. Vétu 4.30 lze pii pouziti definice 4.32 a pozndmky 1.31 preformulovat. Necht A je
Ctvercova matice typu (n,n) a D; ; jsou jeji dopliiky. Necht r,s,t € {1,2,..., n}, v #t, s # t. Pak plati

detA =a,; D,y +a,z Do+ + @ Drny 0=a,1 Dy + a2 Dya + -+ @y Dy,
dGEA =y, DL" + az s 1)2:3 i S _+ Ay s Dn,g, 0= ay. s D]'t + az s D2.L e S o Qn, s Dﬂ..f-‘
4.40. Priklad. Najdeme inverzni matici k matici

(2 )

Ozna¢me B matici doplitki k matici A. V tomto piipadé se dopliiky dobfe poéitaji, protoze se jedna
o determinanty matic typu (1,1):

. d o -1 _ ]. T 1 d _b
B_(-b a)’ L Y _ad—bc(“ﬂ u)'

4.41. Piiklad. Najdeme inverzni matici ke stejné matici, jako v ptikladu 3.53, tj. k matici

1 2 3
A=|-1 0 1
2 21

Doplitky nyni budeme poéitat z determinantii matic typu (2, 2), coz uz nam da trochu prace.

0 1 -1 1 -1 0
Tl2 1| 7| 2 1] 7| 2 2
2 3 -2
a2 8 oy -2 ]-(3 4 3).
2 4 2
2 3 1 3 12
o 1| “|-1 1| Tl-1 o
. f2 4 2
det A = —2, A’1=d ABT=—§ 3 -5 —4
et 2 2 2

Vysledek miizeme srovnat s vysledkem v piikladu 3.53.

4.27. Véta. Ctvercova matice A je regularni pravé tehdy, kdyz det A # 0.

4.28. Véta. Nechf A je étvercovi matice. Pak det A = det A”.



