Kone¢na dimenze

65. Definujte pojem soutradnice vzhledem k usporidané bazi. Zdivodnéte existenci
a jednoznacnost souradnic.

definice 6.10, poznamka 6.11 a veta 6.12.

Necht B = {bl, b2, ... bn} je uspofaddand baze a 'x' je libovolny vektor prostoru L.
bspoiédanou n-tici re&lnych &isel (al, a2,... on) nazyvame soufadnicemi vektoru x vzhledem k uspoféadar
ix = albl + a2b2 + ... + anb
6.8. Definice. Necht B = {b,bs,...,b,} je bize linedrniho prostoru L. Zalezi-li nAm na poradi prvkd  Souradnice
baze by, ba, ..., b, (tj. pozadujeme, aby by byl prvni prvek béze, by druhy prvek atd. ak mluvime wekioru
202,004, J- T 3 , aby vl p p ) ¥y p » P
o usporadane bazi. Uspofddand baze je tedy uspofidand n-tice prvki bize, tj. (b1, ba, ..., by,). Skutecnost,

7¢ baze B je uspotfddand, budeme vyznaéovat symbolem (B).

6.9. Poznamka. Usporadanou bazi mame definovanu jen pro linedrni prostory konecéné dimenze. Ackoli
tedy v dalsim textu nebude tato skutecnost vyslovné uvedena, viude tam, kde se mluvi o uspoiadanych
hézich, médme na mysli linedarni prostor konetné dimenze.

6.10. Definice. Nechf (B) = (b, bs,...,b,) je uspofidand béze linedarniho prostoru L a @ € L je
libovolny vektor. Uspomdanou n-tici wdlnydl éisel (avp,0un, ..., 00,) nazyvame souradnicemi vektoru @
ledem k u wadane bazi (B )y p()l(]ld plﬂtl

:B:(l]b] +0‘2b2+"'+(—‘tﬂ,bn-

Skutecnost, Ze (o, qs,...,q,,) jsou soufadnice vektoru @ vzhledem k uspofddané bazi (B) budeme
zapisovat takto:
T = (o, 02, -,0)(B)-

6.11. Poznamka. Necht B je baze linedrniho prostoru L. Protoze (B) = L, je kazdy prvek @ linedrni  Iristence o

kombinaci prvk baze a tudiz kazdy prvek @ ma néjaké soufadnice vzhledem k uspofdadané bizi (B). jednoznad

Nisledujici véta ukazuje, Ze jsou tyto soufadnice uréeny uspotfddanou bazi (B) jednoznacéné. nost sou-
radnic

6.12. Véta. Nechf (B) je uspofadana béze linearniho porostoru L. Pak pro kazdy prvek & € L jsou

souradnice @ vzhledem k bazi (B) urceny jednoznaéné.

Diikaz. Oznacme (B) = (by, by, ..., b,). Necht ® = (ay, a9, ..., @) = (B1. B2. . ... Bn) (). Ukdzeme,
7e pak je a; = f3;, Vi € {1,...,n}. Podle definice (.10 je

:E:ﬂ1b1+(12b2+“'+(1'7,‘bn, E:ﬂlb] +,32b2+"'+,3nbn.
Odectenim téchto rovnosti dostavame
x—x=0= (a1 —f1)b1+ (aa — B2) ba + - - + (n, — Bn) byn.

Protoze vektory baze by, bs,. .., b, jsou linedrné nezavislé, pouze trividlni linedrni kombinace muize byt
rovna nulovému vektorn. Vsechny koeficienty uvedené linedarni kombinace museji tedy byt rovny nule.

Tim dostavame o; = 3;, Vi € {1,...,n}.

6.13. Véta. Necht (B) = (by, b2, .. -, b, ) je uspofadana baze linearniho prostoru L. Pak pro kazdy prvek
aec R a=(0,a0,.... vy, ), existuje @ £ L takovy, ze & = (o, 009, .. ., rn,,)(”,.

Dukaz. Stacéi volit . = a1 by +as by + -+ + @y, by,

66. Proc jsou souradnice polynomu vzhledem ke standardni bazi lin. prostoru
polynomii nejvyse n-tého stupné rovny koeficientim tohoto polynomu?

(6.16)
podle mne je to blba otazka, jinak odpoved' plyne primo z definice 6.10

6.16. Priklad. Uvazujme stejny linedrni prostor L jako v pfedchozim piikladé a v ném stejny polynom
p € L, p(z) = 22% + 2% — 3x. Vzhledem ke standardni uspofadané bazi By = (1,z, 22, 2*) ma polynom
soutadnice shodné se svymi koeficienty, tedy

Pi= (01 -3,1, 2)(30)'
Plati totiz p(z) =0-1+(=3) -z +1-2% + 2. 2%



67. Proc€ jsou soufadnice vektoru z Rn vzhledem ke standardni bazi rovny slozkim
tohoto vektoru?

kouknéte se na definici soufadnic vzhledem k uspofadané bézi (6.10) a hned potom na samotnou
definici standartni baze v R”n (2.46), jen dosate do sebe a je to.

6.10. Definice. Nechf (B) = (by,bz,....b,) je uspofddani baze lineirniho prostoru L a € L je
libovolny vektor. Uspofadanou n-tici redlnych Eisel (a1,02,...,0n) nazyvame souradnicemi vektorn =
, pokud plati

z=a1b; +asby+---+a,b,.

Skute¢nost, ze (ag,wo,..., ) jsou soufadnice vektoru @ vzhledem k uspofidané béazi () budeme
zapisovat takto:

2.46. Priklad. Mnozina uspofadanych n-tic B = {(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,....0, 1)}
tvofi bazi linearniho prostoru R". Je lineirné nezavisla a plati (B) = R™ z analogickych diivodi, jako
v piikladu 2.45. Takovou bézi linedrniho prostoru R™ nazjvame !

Mew

68. Pro¢ je zobrazeni, které vektorim priradi uspofadanou n-tici jejich souradnic
vzhledem k pevné zvolené bazi, linearni?

popsano v priklade 7.25.

7.25. Priklad. Necht (B) = (b1, bs,...,b,) je uspoiadana baze linedrniho prostoru L. Uvazujme zob-  Souwiadnice
razeni A: L — R” definované takto jako linedrni
zobrazeni

nechf x = (ay,09,...,00)(B), pak A(zx) = (01,2, ...,00).
Ukazeme, %e toto zobrazeni je linedrni a Ze def A = 0, hod A = n.
Nechf & = (a1, a9, ..., an) (), ¥ = (81,52, .., Bn)(B)- Pro tyto vektory tedy plati

T=a1 by +azby+ -+ oy by, y=p5br+ by +---+ 3, by
Po seéteni téchto rovnosti a po vynasobeni prvni rovnosti ¢islem v € R dostavame

c+y=(og+56)bi+(az+ 82)ba+---+ (an + 3n) by,
vy = (ya1)b + (yaz)bs + -+ + (yan) b,.

Protoze soufadnice vektoru vzhledem k bazi jsou uréeny jednoznac¢né, z uvedenych rovnosti plyne, zZe
Alz +y) = A(z) + Aly), A(yx) = v A(zx). Zobrazeni A je tedy linearni.

Hledejme nyni Ker A. Z jednoznaé¢nosti soufadnic vzhledem k bazi plyne, Ze existuje jediny vektor
z =(0,0,...,0)(5). Protoze 0 =0b; +0by +---+0b,, je z = 0. Ker A= {0} a def A=0.

Protoze ke kazdému prvku a € R", a = (a1, a9, ...,q,) existuje & € L, pro ktery A(z) = a (stadi
volit & = c; by + o by + - - - + o, by,), je A(L) = R”™. Zobrazeni A je tedy zobrazenim z L ,na“ R". Je
hod A = dimR" = n.

69. Definujte spojeni dvou podprostorii. Cemu je rovnen souéet dimenzi spojeni a
priniku dvou podprostora?

6.3. Definice. Nechf L je linearni prostor, M a N jsou jeho podprostory. Mnozinu (M U N) nazyvame Spojent

A

spojentm _p:u.f“,w.r:sfrru.f A o N aznaéime M v N. prostoru

6.4. Poznamka. Podle véty 2.38 je M V N nejmensi podprostor, ktery obsahuje vSechny prvky z M i
N dohromady.

6.5. Véta. Necht L je linearni prostor, M a N jsou jeho podprostory. Pro podprostor M v N plati:

MVN={y+z yeM,ze N}



Dikaz. Je-liz € {y+z; y € M,z € N}, tj.  se dd rozepsat na soucet prvkuz M a prvkuz N, pak podle
definice lineiarniho obalu je z € (MUN) = MV N. To dokazuje inkluzi {y+2; y € M,z € N} C MVN.

Je-lizx € MVN = (MUN), pak podle definice linearniho obalu existuje koneéné mnoho prvka z M
a koneéné mnoho prvki z N takovych, Ze x je linedrni kombinaci téchto prvki. Tuto linedrni kombinaci
rozdélime na soucet nasobkli prvkii z M a soudet nésobkil ostatnich prvki (tedy prvki z N). Prvni
soudet oznadime y a druhy z. Protoze M a N jsou podprostory, je podle véty 2.37 (M) = M, (N) = N,
takze linedrni kombinace prvki z M lezi v M a podobné pro N. Mame tedy y € M, z € N. Protoze
z=y+z jexe{y+z; ye M, ze N} Todokazuje obricenoun inkluzi.

6.6. Véta. Nechf L je linedrni prostor kone¢né dimenze, M a N jsou jeho podprostory. Pak
dim M + dim N = dim(M N N) + dim(M v N).

Diikaz (pro hloubavé ¢tendie). Necht dim M = m, dim N = n, dim(M N N) = k. Nechf by, ba, ..., by je
baze podprostoru M M N. Vzhledem k tomu, ze M NN C M, lze linedrné nezavislé vektory by, ba, ..., be
doplnit o dalsi prvky, aby dohromady tvotily bazi v M. Viz vétu 2.51. Podobné lze doplnit by, bo, ..., by
o dalsi prvky, aby tvofily bazi v N. Mame tedy

baze MAN:  {by,b,..., by},
bize M: {b11b21'-'1bkack+17"‘7crn}:
baze N: {b;[,bg,...,bk,dk.;.l,...,dn}.

Za této sitnace je mnoZina B = {by,ba,... b, Cht1,. .. Cony ity . .., dy} bézi podprostoru M v N.
Zdtuvodnime proc.

Ukazeme nejdiive, ze (B) = M v N. Protoze B C M UN, je (B) C (M UN) = M Vv N. Nyni
ukaZeme obracenou inkluzi. Je-li & € M Vv N, pak podle véty 6.5 existuji vektory y € M a z € N
takové, Ze & = y + z. Vektor y lze zapsat jako linedrni kombinaci prvki baze M a vektor z jako linedrni
kombinaci prvka baze N. Proto je vektor  linedarni kombinaci prvkia mnoZziny B a mame dokdzanu
obracenou inkluzi M v N C (B).

Nyni ukdzeme, ze B je linedrné nezévisla mnozina. Mnozina {by, ba, ..., by, Crs1, ..., Gy } je linedrns
nezavisld, protoZe je bazi prostoru M. Mno#ina {dj.),....d,} je také linedrné nezivisld, protoZe je
podmnozinou baze prostoru N. Navic pro vSechny prvky d;, i € {k+ 1,...,n} plati, Ze nelezi v M,
tedy d; & (b1,b2,...,bi,Crt1,...,Cn). PFiddnim téchto prvkia k vektorim by, bs,..., bk, Crt1,-.-1Cm
zlstava rozsifena mnozina podle véty 2.39 linedrné nezéavisla.

Protoze B je bazi M vV N a je vidét, Z¢ B ma m + n — k prvka, je dm(M VN) =m+n - k.
Dokazovana rovnost nyni plyne z toho, Ze platim+n =k + (m+n — k).

Dimenze
pruniku a
spojeni



