Linearni prostory se skalirnim soucinem

83. Vyjmenujte axiomy skaldrniho sou¢inu a vysvétlete, pro¢ standardni skalarni
soudin na Rn tyto axiomy spliuje.

8.1. Poznamka. Linedrni prostor je libovolnd mnoZina, na které je definovino séitdni a nasobeni konstan-
tou tak, aby byly splnény vlastnosti (1) aZ (7) z definice 1.6. Pokud na takové mnoziné navic definujeme
nasobeni prvkil mezi sebou tak, Ze vysledek nasobeni je redlné ¢islo a ndsobeni spliiuje niZze uvedené
vlastnosti (1) a% (4), definovali jsme na linearnim prostoru skaldrni soucin. Ten niAm umoZni pracovat
s novymi vlastnostmi prvki linedarniho prostoru, jako je jejich velikost a ihel mezi dvéma prvky.

8.2. Definice. Necht L je linedrni prostor. Operaci - : L x L — R nazveme skalarnum soudinem, pokud
splinje Vo € L, Yy € L, Vz € L, Ya € R nasledujici vlastnosti

(1) z-y=y-=

(2 (z+y)-z=z-z+y-2z,

3) (v-z)y=a-(z-y),

(4) =-x>0, z-z=0 jen tehdy, kdyz = = o.

Ve vlastnosti (4) znaéi symbol o nulovy vektor linedrniho prostoru L.
Linedrni prostor L, na kterém je definovan skaldrni souéin, nazyvame lincarnim prostorem se ska

!’u‘f nimn soucinem.

8.3. Poznamka. Je tfeba rozliSovat mezi podobné znéjicimi pojmy ,skalarni nasobek® a ,skaldrni
soucin®. Skalarni nasobek -: R x I — L je nasobek vektoru redlnym dislem, ktery je definovin v kazdém
linearnim prostoru. Na druhé strané skalarni soucin -: L x L — R je soucin vektorti mezi sebou.

8.7. Piiklad. Proz c R", y e R", & = (21,72, . - ., Tpn), Y = (Y1, Y25 - - -, Yn) definujme
x-y=2ziy1+T292 + - + TnYa- (8.1)

UkaZeme, Ze takto definovany souéin vektorii & a y je skaldrnim souéinem. Je x - y € R. Necht jesté
zeR", z=(z1,22,.-.,2n) a @ € R. Ovéfime postupné vlastnosti (1) az (4):

(1) z-y=ziy+2ay2+ -+ TuYn =nT1 + T2+ +Yuln =Y - T,

(2) (F+y)-z=@m+m)at+(@E+tw)at -+ (@ntya)zm=

=zz1+ T2+ -+ InZn tHA T 2T T YT =T 2T Y 2,

(3) (- -@) y=amy +arys+--+atnyn = a(ziyy + oy + -+ Toyn) = a(x-y),

4 z-z=21+z24+---+222>0.
Vidime, %e z 22 + 2% +--- + 22 = 0 plyne ; = @2 = --- = 2, = 0, takZe je splnéna i drubd Cést
vlastnosti (4).

Skalarni soucin na R® definovany vzorcem (8.1) nazyvame standardnim skaldrnim soucinem. Néasle-
dujici piiklady ukazuji, %e existuji i jiné skalarni sou€¢iny na R".

8.8. Pfiklad. Definujme soucin na R? takto

(1, 22) - (11, 92) = ;191 + 6x2y2 + 231y2 + 201y

Ukézeme, Ze takto definovany souéin je skaldrnim soudinem na R2.
Ovéfime vlastnosti (1) az (4) definice 8.2

(1) (z1,22) - (y1,92) = z1y1 + 63212 + 22192 + 220y =
= 5121 + 61222 + 20122 + 20071 = (Y1, 32) - (21, %2),
(2) ((z1,22) + (11,32)) - (21,22) = (T2 + 1) 21 + 6(22 + 32) 22 + 2(21 +91) 22 + 2(z2 +y2) 21 =
= r121 + 6T222 + 23122 + 22221 + Y121 + 6y222 + 24122 + 202 =
= (z1,22) - (21, 22) + (¥1, 92) - (21, 22),
(3) (a(z,22)) - (31,32) = (az1,23) - (Y1, %2) = a1y + bazays + 2az1y2 + 20221 =
= a (211 + 6xays + 2012 + 2x200) = a (@1, 22) - (Y1, 9%2)),

7
(4) (z1,22) - (21, 72) = 2% + 622 + 42172 > 0.

Abychom dokézali vlastnost (4), potfebujeme pro z; # 0, T2 # 0 dokazat, ze 23 + 6z3 + 4z122 > 0.
Nechf a = z3/z1, tj. » = az;. Po dosazeni je 22 + 6a%z? +4az? = z3(1 + 6a® + 4a). Aby byl dany vyraz
vits ne# nula, staéi aby 6a +4a + 1 > 0, Ya € R. Protoze diskriminant této kvadratické nerovnice je
roven D = 16 — 24 = —8 < 0, je nerovnost 6a> + 4a + 1 > 0 splnéna pro viechna a € R.
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84. Jak je m(;iné na zikladé skalarniho soudinu definovat velikost vektoru (normu
vektoru) a ihel mezi dvéma vektory?

8.16. Poznamka. Budeme definovat velikost vektoru a tihel mezi dvéma nenulovymi vektory na obec- Velikost
nych linearnich prostorech se skaldrnim souc¢inem. Tyto pojmy definujeme jen pomoci skalirniho souc¢inu  vekioru
pro zcela libovolné vektory. V nasledujici kapitole ukédZeme, Ze pokud budeme pracovat s vektory s geome-

trickym vyznamem (napf. s orientovanymi iseckami), pak pojmy velikost a (ihel nyni zavedené abstraktné

budou znamenat pfesné to, co od nich z geometrického hlediska oéekdvame.

8.17. Definice. Necht L je linedrni prostor se skaldrnim sou¢inem. Pro = € L definujeme velilost
vektoru = hodnotou /x - . Velikost vektoru « znacime ||z||, takze je

lzll = ve-z, tj |zl|*==z-=.
Misto pojmu ,velikost vektoru“ se ¢asto pouziva pojem norma vekior.

8.18. Poznamka. Vidime, Ze velikost je nezdporné €islo a ze kazdy vektor ma svou velikost. To ndm
zarucuje vlastnost (4) definice 8.2. Je & - & > 0, takZe odmocnina z tohoto ¢isla je definovana.

Dale vidime, Ze jediné nulovy vektor md velikost rovnu nule a zadny jiny. To ndm zarucuje druhd
¢ast vlastnosti (4).

8.19. Véta. Nechf x je prvkem linearniho prostoru se skaldrnim souéinem, o € R. Pak

laz] = |af - =]

Dikaz. |laz|| = /{az) - (az) = Valz -z = Va2 -Vz -z =|a| - |z

8.20. Definice. Nechf L je linearni prostor se skalarnim souéinem a x € L, y € L, = # 0, y # o. Pak  Uhel dvou

whel mezi velitory @ a y je takové ¢islo ¢ € (0, 2r), pro které plati vektori
Ty
CosS(p = —0——. (8.2)
el - Iyl

8.21. Poznamka. Zabyvejme se otdzkou, zda kazdé dva nenulové vektory maji definovan thel mezi
sebou. Predeviim podle poznamky 5.18 plati, Ze ||&| # 0, ||y|| # 0, protoZe ® # o, y # o. Takie se ve
zlomku z rovnosti (8.2) nedéli nulou.

Aby existovalo ¢ takové, Ze plati (8.2), musi platit

Ty
g s ],
!l - llyll
Tento pozadavek zarucuje nasledujici véta= fx': &MM 7 /,4;/(,"{ o ard’ fif/ ’

85. Pro¢ plati Schwartzova a trojihelnikova nerovnost?

8.22. Véta (Schwartzova nerovnost). Nechf L je linearni prostor se skalarnim souéinem a z L,
y € L. Pak plati:

z-y| <z -yl (8.3)
Diikaz. Necht a € R. Ndsobme sdm se sebou vektor & — ay. Podle vlastnosti (4) definice 8.2 je
0<(z-ay)-(z-ay)=z-z-a-2(z-y)+? (y-y).
V tpravich jsme pouzili vlastnosti (2) a (3) definice 8.2. Oznatme A =y -y = lyll?, B = =2(x - y),

C =z -z = ||z||?. Dostavime
0<Aa’+Ba+C.

Tato nerovnost musi platit pro véechna a € R. Diskriminant této kvadratické nerovnice tedy nesmi byt
kladny. Z toho ndm vypljva podminka pro &sla A, B, C:

B? —4AC <0, tj. B®<4AC, ti. (-2z-y)) <4[z|?|yl?
. (=2 (-9 <4llzPlyl® ti. V= 92 < VI=IPVIYIE i |2yl <[zl [yl

8.23. Definice. Necht L je linedrni prostor se skaldrnim souéinem. Vzddlenost veltoru = od velioru y Vzdalenost
definujeme jako ||y — x||. Podle véty 8.19 je ||y — || = ||@ — y||, takZe Easto mluvime o vaddienosti dvon  vektord
vektori @ a y (bez zévislosti na jejich pofadi).



8.24. Véta (trojihelnikova nerovnost). Pro velikosti vektori plati
llz +wll < [l + lyll- (8.4)

. i 2
Ditkaz. |z +y[* = (z+y) - (z+y) =zz+2zy+yy < |z +2]| - lyll + lyl* = (=] + lly])".
Ve vypodtu jsme pouzili Schwartzovu nerovnost 5.22. Po odmocnéni dostavame dokazovanou nerovnost.

8.25. Poznamka. Vysvétlime si, pro¢ se dokdazana nerovnost nazjyva trojihelnikovi. Tu nékteii ¢tenari
znaji geometricky formulovanou t¥eba takto: soucet délek dvou stran v trojihelniku je vidy vétsi nez délka
strany treti. Necht vektory a, b a e jsou prvky linedarniho prostoru se skaldrnim soucinem a piedstavme si
je jako vrcholy pomyslného trojihelnika. Velikost stran je totéZ jako vzdalenost odpovidajicich vektorf.
Geometrické tvrzeni o velikostech stran trojihelnika tedy miizeme pomoci definice %.23 prepsat takto:

lla - b|| < lla —¢f| +[jc - b].
Pii volbé & = @ — ¢, y = ¢ — b pifechazi uvedend nerovnost na tvar (8.4).
8.26. Priklad. Uvazujme linearni prostor R? se standardnim skaldrnim souéinem (&.1). UkdZzeme, jak

vypada velikost vektoru (1,2, 3,4) a jaky je tihel mezi vektory (1,2,3,4) a (1,0,0,2).
Podle definice 5.17 a podle (5.1) je

[(1,2.3,9)]| = V(1,2.3,4) - (1,2,3,4) = /12 + 22 + 32 + 42 = \/30.
Podle definice 5.20 plati pro iihel ¢ nasledujici rovnost:

(1,2,3,4)-(1,0,0,2)  1+0+0+4-2 9

[L23.9] (10,02 v vizd ~ viso' o

Cos @ = @ = arccos

9
V150

8.27. Priklad. Necht L je linearni prostor spojitvch funkei definovanych na koneéném uzavieném inter-
valu D € R. Ukazeme, Ze predpis

f-g=/Df(rr-')g(x)diT

definuje skalarni soudin na linedrnim prostoru L. Ovéfime vlastnosti (1) aZ (4). Necht [ € L, g € L,
h € L a a € R. Pak plati

(1) f—g=]Df(m)g(:r)dr=/Dg(:c)f(r)dr:g-f,
@ (f+9) h= [ (f (=) + g(2)) h(z) dz = [ (f(x) h(z) + g(x) h(x)) dz =
D JD
=/ f(z)h(.v:)da:—i—f glz)h(z)dz=f-h+g-h,
D D
(3) (af)-g9= ]D of(z) g(z)dz = a- ]D (@) g(z)dz = a(f - ),
(4) f-f=_[Df (z)dz >0,
/ f3(z)dz =0 jen tehdy, kdy# f(z) = 0 Vz € D, protoze [ je spojita.
D

Piiklad ilustruje, #e i na linedrnich prostorech nekoneéné dimenze jsme schopni definovat skalarni souéin.
7 tohoto skalarniho soudinu odvozena norma funkee [ ||fl, ,ihel ¢ mezi funkcemi f a ¢ a ,vzdalenost
dvou funkei f a g“ ||f — g|| se poéita takto:

/ Jpf(@)g(z) da IR
Il =y/ [ r2@)dz, o= arccos LI —gll = \[ (f(@) - 9(a))” da.
\//ﬂ : Vo (@) dz [ ¢*(x)dx i

86. Vysvétlete, jak se pocita skalidrni soucin dvou vektorii, zname-li jejich
soufadnice vzhledem k ortonormalni bazi. Vzorec zdivodnéte.

Véta 8.33 + dikaz

8.28. Poznamka. Protoe mame na linearnich prostorech se skalarnim souéinem definovin thel mezi
nenulovimi vektory, mizeme pro kazdé dva nenulové vektory rozhodnout, kdy jsou na sebe kolmé. Je to
tehdy, kdyz je cos = 0, neboli z - y = 0. Z toho vyplyva nasledujici definice.

Kolmé

vektory



8.29. Definice. Nechf L je linedrni prostor se skalarnim souc¢inem. Dva nenulové vektory z € Lay € L
Jgou na sehe kolme (znafime x | y), pokud jexz -y = 0.

8.30. Priklad. (Pythagorova véta.) Necht x € L, y € L jsou nenulové vektory, které jsou na sebe kolmé.

Pak plati
l2l® + [lyll* = ll= - .

Zdavodnéni je jednoduché: ||z —ylP =(z—y) - (x—y) =z -z -2z -y+y-y=|z]|*-2-0+ ||y|>

Geometricka interpretace tohoto pfikladu je nésledujici. Trojuhlenik s vrcholy o,  a y je pravothly
s pravym tihlem pii vrcholu o. Cisla |||, ||y|| jsou velikosti odvésen a ||z — y|| je velikost piepony.

8.31. Definice. Nechf B = {by,bs,...,b,} je bize linedrniho prostoru se skaldrnim souéinem. Bazi B Ortonor-

nazyvame ortogonadlny, pokud b; L b; Vi€ {1,2,...,n}, Vi€ {1,2,...,n}, i # 3. malni baze
Bizi B nazyviame ortonormalni, pokud je ortogonalni, a navic ||b;|| =1, Vi € {1,2,...,n}.
8.32. Véta. Baze B = {by,bo, ..., b, } je ortonormélni pravé tehdy, kdyz
bi-b; = {U o= l i’
1 proi=j}.

Dukaz. Baze B je ortonormalni pravé tehdy, kdyz (podle definice #.31) plati b; -b; = 1 pro i = j a navic
je ortogondlni, tj. b; L b; pro i # j. To podle definice 5.29 znamend, Ze b; - b; = 0 pro i # j.

8.33. Véta. Necht (B) je ortonormélni uspofidana baze linedrniho prostoru L se skaldrnim souéinem.
Pak pro vSechnaz € L,y € L, z = (z1,22,..., Znkp), ¥ = (H1: 02, .- - Yn)(p) lze skaldrni sou€in pocitat
ze soufadnic vektorii takto:

T-Yy=o1 + T2+ -+ Tn¥n-

Diikaz. Podle predpokladu je =z by + w2 bo +- - + 2 bn, y = y1 b1 +y2 ba + - - - + y,, by, Pocitejme
T -y

z-y=(T1bi+zaba+- - +Tnbp) (M1b1 +y2ba+--+yabn) =
= zy1 by-bitay2 by -ba+ -+ 21Yn by b2y ba-by+x2y2 ba-ba+ - -+ T2ys b2 byt ATy by by, =
=y 1+x1y2-0+- -+ 219 04+ 22y1 -0+ T2yo - 14+ -+ 22y -0+ - 2,y -1 = 21y +T2yo+- -+ 20 Y-
V upravach jsme vyuzili vétu 8.32 a toho, Ze bdze B je ortonormalni.
8.34. Priklad. Necht R" je linearni prostor se standardnim skaldrnim soufinem zavedenym v pfi-

kladu 8.7. Pak standardni baze
5= {(110=0a---70)!(011:01"'90)1---1(01010:-"11)}

je ortonormalni bazi.

87. Necht’ (B) = (bl, ..., bn) je ortonormilni baze linearniho prostoru L. Pro¢ je i-
ta souradnice vektoru x € L vzhledem k této bazi rovna skaldrnimu souéinu x - bi?

8.35. Véta. Necht =y, x5, ..., x, jsou nenulové vektory linedrniho prostoru se skaldrnim souéinem, které
jsou :_1;1] :s'c'hv navzijem kolmé, tj. @; -@; = O proi # j a =, - x; > 0. Pak jsou tyto vektory linedrné
nezavisie,

Dikaz. Podle definice linearni nezavislosti stasi OVEérit, Ze z rovnosti
0y -&y+az-Ta+--+an T, =0

nutné plyne, Ze viechna €isla &isla a; jsou nulova. Vynésobime-li obé strany uvedené rovnosti skaldrné
vektorem x;, dostdvime na levé strané soudet nul s vyjimkou jediného séitance, protoze vektor w; je
kolmy na vSechny viechny ostatng vektory ;. Mame tedy

T T =0-x; = 0.

Protoze z; - x; je nenulové &islo, musi byt o; = 0. Tuto operaci miZeme provést pro kazdy index

i €{1,2,...,n}, takZe viechna éisla ¢isla a; jsou nutné nulova.
8.36. Véta. Necht (B) = (b, ba,. .., b..) je ortonormalni béze linearniho prostoru se skaldrnim soudinem.

Pak pro soufadnice libovolného vektorn @ plati

€r = (.’Eb[ :Eb_! oA m‘b,,)(”).

Dukaz O?nax':me y=(z-b1) b+ (x-by) by +-- -+ (x-by) b,. Podle definice soufadnic vzhledem k bazi
mame dokdzat, Ze £ = y. Nidsobme vektor y vektorem b:

y-bi=((z-b1)b +(z-ba)br+ -+ (T ba)b) - b= (z-b;) b -b; =z - by,



protoze baze (B) je ortonormalni. Mame tedy vysledek z - b, =y - b; Vi € {1,2,...,n}.

Vektor & — y je kolmy na vSechny prvky b;, protoze z piedchoziho vypoétu plyne (z — y) - b; = 0.
Pokud by = # y, pak podle véty 2.35 jsou vektory by, ba, ..., b, — y linedrné nezavislé, ale to je ve
sporu s tim, Ze (B) je baze. Musi tedy byt x = y.

8.37. Poznamka. Piedchozi véta ma nazornou geometrickou interpretaci. Soufadnice x - b; jsou vlastné
kolmé priméty vektoru = na vektory béze b;. O téchto pojmech pohovoiime podrobnéji v nasledujici
kapitole.

88. Vysvétlete podstatu a smysl Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu.

(8.41)
Pro kazdou kone¢nou bazi existuje stejna koneéna ortogonélni baze. Prvni vektor z nové baze je

shodny s jednim vektorem z ptivodni baze, kazdy dalsi, ktery do této baze piidavame je LK dosud

ortogonalizovanych vektort a piidavaného vektoru.

8.40. Poznamka. Je pfirozené se ptét, zda kazdy linedrni prostor (aspoifi konefné dimenze) ma orto-
normalni bazi. Véta 2.51 ukazuje, ze kazdy linedrni prostor ma bazi. Nasledujici véta ukazuje, %e kazdd
konecna baze se da v jistém smyslu pozménit tak, aby se z ni stala ortonormélni baze.

8.41. Véta (Schmidtav ortogonalizaéni proces). Necht {by.ba. . .., b, } je baze linedrniho prostoru L
se skaldrnim sou¢inem. Pak existuje ortonormalni baze {c;, e, ..., ¢, } takova, ze
"b]bg ..... b;,-:ﬁ = {C[.Cg ..... C;.-:f. Yk € {l.Q.....H}.

Vektor ¢; volime stejny jako by jen s tim rozdilem, Ze jej ,normalizujeme®. To znamena, 7e jej ndsobime

vhodnou konstantoun, aby ||¢|| = 1.

Predstavme si dile, Ze uz jsme nasli ey, ea,..., ¢, takové, ze (by,ba,...,by) = (e1,¢2,...,¢), a
pritom vektory e;,cs,...,¢p jsou na sebe vzijemné kolmé a maji jednotkovou velikost. Vektor by,
nyni ,ortogonalizujeme®, tj. upravime tak, aby byl kolmy na vSechny vektory z (e;, ¢a, . .., ¢;). Ukdzeme
pozdéji, ze k tomu ucelu stacéi od vektoru by odecist uréitou linedrni kombinaci vektort ey, ¢a, ..., cp.
Takto upraveny vektor dale ,normalizujeme®, tj. vynasobime vhodnou konstantou, aby ||er41]| = 1.

Tim se jeho kolmost vii¢i ostatnim vektortim z (¢, €2, . . ., €x) nepokazi. ProtoZe vektor ¢4 vznikl jako
lineérni kombinace vektorti ¢;,¢s,. .., €k, bey1, je

{e1,€2,....Cr,Chp1) = (€1, €2, ..., Chy b)) = (b1, b2, . .., by)-
Tim jsme rozsiFili nasi novou postupné budovanou ortonormalni béazi o dalsi vektor. Opakovanym pou-
zitim tohoto postupu dostavame hledanou ortonormalni bazi {e¢;,e2,...,¢n}.
Nyni staéi jen podrobnéji ukdzat, jak se vektor ,normalizuje® a ,ortogonalizuje”. Normalizaci libo-
volného vektoru @ provedeme tak, Ze polozime @' = (1/]|z||) - z. Skuteéné je:

P 1 1 1 1

I =2 2=z —z=——zz=—:|z|>=1.
Tl Tl © = el % = T2 1
Necht by & (€1, ¢2,. .., c;) a necht vektory ¢, €2,. .., ¢, jsou na sebe navzajem kolmé a maji jednot-

kovou velikost. Vektor br4; ,ortogonalizujeme“ tak, Ze polozime

k
;c+l = b1 — Z(bk+1 - ¢i) ¢

i=1

Nové vytvoreny vektor by, ; je kolmy na vSechny vektory ¢, €s,. .., ¢, protoze:

=1 =1

k k
ki G = (b;_._H - Z(bk-u 'Ci)Cl) ¢j =bpyr-ej — Z(bkﬂ -¢;)(€i-¢j) = bgs1-¢j —brsr-¢; =0.

V uvedeném souétu jsou ostatni séitanci nulovi, protoze vektory ¢;,ca, ..., ¢, jsou podle predpokladu
na sebe navzajem kolmé.

Ortogonali-
zaéni proces



