3. Matice

S pojmem matice jako s tabulkou ¢isel jsme se uz seznamili v ivodu do Gaussovy eliminaéni metody.
Nyni si definujeme pojem matice presnéji.

3.1. Definice. Matice typu (m.n) je uspofddana m-tice prvki z R™. Jednotlivé slozky této m-tice Definic
nazyvame 7adly matice. Nechf @, = (ar1,0r2,..-,0:5) je r-ty Fadek matice typu (m,n). s-td slozka matice
tohoto fadku a,. € R se nazfva (r. )14 proek matice. Ridky matice A zapisujeme jako skutecné fadky

pod sebe takto:

a1,1, @iz, ..., Q1n

az1, @22, ..., 0O2gp
A_ =

A, a'm,2a vevy Qmon

nebo zapiSeme jen stru¢né prvky matice A:
A=(a,), re{l,2,....,m},s€{l,2,...,n}.

Necht A = (a,4),r € {1,...,m},s € {1,...,n}. Uspofadanou m-tici redlnych &isel (a; s, azs,---,@m.s)
nazyvame s-tym sloupcem matice A.

Matici typu (m,n), kterd ma vSechny prvky nulové, nazyvame nulovou matict.,

Matici typu (m,n) nazyvame civercovou matici, pokud m = n.

3.2. Poznamka. Dvé matice se rovnaji, pokud jsou stejného typu a viechny prvky jedné matice se
rovnaji odpovidajicim prvkim matice druhé. To vyplyvi z definice: rovnost dvou uspotadanych m-tic
fadki z R™ je definovana tak, Ze vSechny slozky prvni m-tice se rovnaji odpovidajicim slozkam druhé
m-tice, jinymi slovy odpovidajici fadky se rovnaji. Rovnost fadki jako uspofadanych n-tic redlnych ¢isel
je definovéna tak, Ze se odpovidajid slozky téchto fadka rovnaji.

37. Pro¢ matice typu (m, n) tvofi linearni prostor? Jakou ma tento prostor dimenzi?

(3.3;3.4:3.6)
Protoze operace v matici jsou ekvivalentni s operacemi v linearnim prostoru => splnuje axioy =>

muzeme radky mezi sebou scitat i nasobit nejakym koeficientem alpha. Tento prostor ma dimenzi
m.n coz je pocet prvku v bazi (tedy v matici).

3.3. Definice. Necht A = (a, ), B = (b,,) jsou matice typu (m,n). Matici C typu (m,n) nazyviame Linedrni
souctem matic A, B (znatime C = A + B), pokud pro prvky matice C = (¢, ) plati ¢, 5 = @, 5 + b, prostor
re{1,2,...,m},s € {1,2,...,n}. Nechf @ € R. c-ndsobek matice A je matice a-A = (aa, ). Nazorng: matic

a1 +bi1, arz+ba, ..o, @Gptbia Qayg, iy, ..., Cdp,

az + b2.1> az2 + b2,2: ceey 2.0 + r)2,1'1 xazy, a2, ..., A2,
A+B= . , a-A=

1 =l bin‘] s Uyn 2 + bm‘2: ey Aymon + bm.n Nl 1, Xl 2. ...y (Xl q

3.4. Véta. Mnozina vSech matic shodného typu (m,n) tvoii se séitanim matic a ndsobenim matice
realnym ¢islem podle definice 3.3 linedrni prostor. Nulovy vektor tohoto prostoru je nulova matice.

Dukaz. Diikaz si ¢tendr provede sam jako cviceni. Srovnejte s priklady 1.9 a 1.11.
3.5. Priklad. Mnozina

10 01 0
B = 0 0),{0 0,1
0 0 00 0

0 00 0 0 0 0
01,10 1],{0 0},]0 0O
0 0 0 1 0 01

tvofi bazi linedrniho prostoru M3 viech matic typu (3,2).
Abychom to ukazali, ovéfime linedrni nezivislost B a dale vlastnost (B) = M3 2. Nejprve ovéfime
linedrni nezavislost. Polozme linearni kombinaci prvka z B rovnu nulové matici:

1 0 01 0 0 0 0 0 0 0 0 00
al0 0]+810 O)+v11 O} +6f0 1]+|0 0)+C|0 O0]=]|0 0
00 0 0 0 0 0 0 10 01 0 0

Odpovidajici slozky se museji rovnat, coz vede k Sesti rovnicim: a =0, 3=0,7y=0,0=0,e =0,( = 0.
Jediné trivialni linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru.



Ovéfime nyni vlastnost (2) z definice 2.12. Necht

a b
c d
e f

je néjakd matice z linearniho prostoru Mj 5. Snadno zjistime, ze ex_istuj(, linedrni kombinace matic z mno-

ziny B, kterd je rovna této matici (stadi volit « = a, 3 =b,y=¢, d=d, p =€, v = j) Tim _]sme

dokdazali, Ze (B) = M35 a B je tedy bdze linearniho prostoru matic M3 5. Nazyvame ji standardnd bz,
Dimenze linearniho prostoru Mj 5 je podle definice 2.60 rovna Sesti.

o

38. Pro¢ GEM neméni linearni obal Ffadka?
véta 3.13 a jeji dikaz

/ledit Zkracene: konecny stav matice po GE nam vyeliminuje (ci ne) shodne radky (zavisle linearni
kombinace). Upravene matice typu A~B~C Konecny stav je roven hodnosti matici C a ten je roven
dimenzi obalu radku matice A.

3.13. Véta. Je-li A ~ B, pak (r: A) = (r:B). Jinymi slovy: Gaussova eliminani metoda zachovava Gaussova
linearni obal Fadkt matice. eliminace
zachovava

Dukaz. Dokazeme nejdiive pomocné tvrzeni: jestlize A; je matice, kterd vznikne z matice A jednim ;.
krokem podle Gaussovy eliminaéni metody, pak (r: Ay) C (r: A).

Viechny radky matice A, lze zapsat jako linedrni kombinaci fadkf matice A. Je pritom jedno, zda
matice A vznikla prohozenim fadkt, prondsobenim jednoho Fadku nenulovym redlnym ¢islem, pri¢tenim
nasobku jednoho fadku k jinému, odebranim nebo pfidanim nulového fadku. Plati tedy, Ze fadky matice
Ay lezi v (r: A). Proto {r: A;) C ((r: A)). Podle véty 2.35 je ({r: A)) = (r: A), takie (r: A;) C {r: A}.

Pomocné tvrzeni mame dokazano. Pokud toto tvrzeni uplatnime opakované (matice B vznikla z ma-
tice A po koneéné mnoha krocich podle Gaussovy eliminaéni metody), mame vysledek (r: B) C (r: A).
Tvrzeni dokazované véty nyni plyne ze symetrie relace ,,~*, tj. z véty 3.10

3.14. Priklad. Radky matice A i matice B uvedené niZe maji podle véty .13 stejné linedrni obaly.
Tyto obaly tvoii podle véty 2.37 néjaky linedarni podprostor linedrniho prostoru RS.
1 2 4 5 1 2 3 4 5

3
9 3 4.4 7 01 2 4 3 1254 8
A= -~ ~{o1243]|=8B
1113 4 012 1 1 P

35 7 8 12 01 2 4 3

Snadno ovéfime, Zze fadky matice B jsou linearné nezavislé. TakZe tyto fadky tvofi bazi lineirniho
podprostoru (r: B) = (r: A). Vidime tedy, ze dim(r: A) = 3.

39. Jak GEM slouzi k vﬁ)oétu hodnosti matice_?iPopiéil;netodu a zdavodnéte, pro¢
tato metoda skute¢né pocita hodnost matice.

(3.9; 3.10; 3.15; 3.17)
V zékladnim stavu neni hodnost matice na prvni pohled vidét, zatimco po upravé GEM je hodnost
jasna. Tato metoda vypocita max pocet linearné nezavislych fadkt matice= hodnost

Gaussova eliminacni metoda - pomoci ekvivalentnich uprav docilime konecneho stavu matice. mezi

n.mn min

ekvivalentni upravy patri: necht A,B,C jsou matice "a" a "j" jsou skalary.

1) plati komutativnost A+B=B+A

2) asociativnost (A+B)+C=A+(B+C)

3) existence nuloveho prvku A+0=A

4) existence opacneho prvku A+(-1)A=0

5) nasobeni sklarem a jeho asociativnost a(jA)=(aj)A
6) existence jednotkoveho prvku 1A=A

7) distibutivnost a(A+B)=aA+aB, (at+j)A=aA+A



//tyto pravidla akorat podle me dokazuji ze matice s operacemi + a . je LP, ale jim de asi spis o to

vypsat upravy ktere jsou v GEM povoleny - prohozeni radku, vynasobeni radku skalarem a odecitani
radku

GEM - touto metodou pomoci ekvivalentnich uprav se snazime docilit horniho trojuhelnikoveho
tvaru matice.

Otazka je trochu nestastne formulovana, ale to co se tu chee je popis metody pocitani hodnosti
matice a ne popis GEM (ta sama o sobe hodnost nepocita, protoze nic jako "konecny stav" matice

neexistuje, muzeme udelat jeden krok nebo jich udelat nekonecno). Takze podle me by to melo byt
spise takhle:

1.Hodnost matice je maximalni pocet LN radku. (Hodnost A = dim<r:A>) 2.Pomoci GEM (GEM
zachovava <r:A>) prevedem matici na horni trojuhelnikovou, ktera ma vsechny radky LN, coz je
jednoduche dokazat (ten dukaz bych tam napsal, neni slozity a mate jistotu, ze vam tam zkousejici
nenapise zadnou otazku typu "proc?" :) ).

Prvni vetu je treba tam napsat jako oduvodneni proc se vubec snazime matici prevest na horni
trojuhelnikovou, GEM je uz pak jen prostredek jak ji dosahnout.

3.9. Definice. Symbolem A ~ B ozna¢ujeme skuteénost, Ze matice B vznikla z matice A konefnym
poétem kroki podle Gaussovy eliminaéni metody. Za krok Gaussovy elimina¢ni metody je povazovano
prohozeni Fadki, prondsobeni fadku nenulovou konstantou, pficteni nasobku fadku k jinému, odstranéni
nulového fadku nebo piidéni nulového Fadku.

3.10. Véta. Relace ,~* je symetricka, tj. A ~ B pravé tehdy, kdyz B ~ A. Symetrie

relace ~*

Dukaz. Staéi ukdzat, Ze po provedeni jednoho kroku podle Gaussovy elimina¢ni metody se lze pomoci
dalsich krokii podle Gaussovy elimina¢ni metody vratit k piivodni matici.

(1) Prohozeni dvou libovolngch Fadkii mezi sebou. Staéi prohodit tytéz Fadky mezi sebou jesté jednou
a mame puvodni matici.

(2) Vynasobeni jednoho fadku nenulovym redlnym éislem a. Stali vynasobit tento fadek ¢islem 1/
a dostavame pivodni matici.

(3) Pfiéteni o-nésobku néjakého fadku a k Fadku b (fadek a se v tomto kroku opisuje). K ptivodni
matici se pak vratime tak, Ze k pravé zménénému Fadku pfi¢teme (—a)-nasobek fidku a.

(4) Vynechani nebo pfidéni nulového fadku. Jestlize nulovy fadek pii prechodu k matici B vyne-
chame, tak jej zas pii navratu k matici A piiddme. Pokud jej pfi pfechodu k matici B pfidiame, pak jej
pfi navratu k matici A odebereme.

3.15. Definice. Hodnost matice A (anglicky rank) znagime hod(A) a definujeme hod(A) = dim{r: A). Hodnost
matice

3.16. P¥iklad. Matice A z pifkladu 3.14 ma hodnost 3.

3.17. Véta. Je-li A ~ B, pak hod(A) = hod(B). Jinymi slovy, Gaussova eliminaéni metoda neméni
hodnost matice.

Diikaz. Véta je jednoduchym disledkem véty 3.13 a definice 3.15.
3.33. Véta. Nechf A je matice typu (m,n). Pak hod(A) < min(m,n).

Diikaz. Hodnost matice je mensi nebo rovna poétu fidki z véty 3.18 a je mensi nebo rovna poctu
sloupctl z véty 3.31.

3.18. Véta. Hodnost matice je maximélni pocet linearné nezévislych fadka matice. Piesnéji feceno,
hodnost udava poéet prvkii takové mnoziny fadka, kterd je nejpocetnéjsi, a pfitom linedrné nezavisla.

wrws

Diikaz. Jak jsme jiz fekli v pozndmee 2.65, baze podprostoru (r: A) je nejpocetnéji linedrné nezavisla
mno#ina. Tedy hod A = dim{r: A) = podet prvki baze linedrniho prostoru {r: A).

3.19. Poznamka. Napiiklad ve skriptech [7] je hodnost matice definovana jako maximalni pocet linedrné
nezavislych fadki matice. Pro ditkaz véty 3.17 je v téchto skriptech vyvinuto ponékud vétsi Gsili, protoZe
se tento ditkaz neopiré o pojmy linearni obal a o vysledky z kapitoly 2.0.



40. Popiste metodu ovéreni linedarni zavislosti vektori z R"n elimi_n'aci mati_ce,z, ve
které jsou tyto vektory zapsany po Fadcich. Jak tato metoda souvisi s definici

linearni zavislosti?

(3.71) . ‘
radek ktery je nulovy ci je linearne zavisly muzeme vyradit (ne

GEM muzeme zapsat dle definice linearniho prostoru muzeme ve-ktory prostoru po ozit nuje & PO
je pouze jedno trivialni reseni "o" pak je dokazana linearni nezavislost. ajal +oya 2+ ...+ @,a |

o

chat pouze jeden). Po dokonceni
lozit nule a pokud

T;.'!1 Cviéeni. DokaZte, e pro ovéfeni linearni nezavislosti vektor 2y, @2, .. ,xx v R® je moiné poudit
i ujici metodu: Nechf A je matice, jejiZ Fadky jsou viechny vektory =i, ®2,... s Tk Tyto vektory
lineirné nezavislé privé tehdy, kdyz hod A = k, tedy kdy? hodnost uvedené matice je rovna poétu

3.71.4 Rezeni. Necht nejprve hod A = k. Tedy dim{xy. xa. ... . xx) = k. Pak podle véty 2.64 -(\'lnstu\t;st 3}]\ je
{oy.mg,. ... ).} linearné nezavisla mnozina. Necht nyni obracené vektory @y @a. ... ay. jsou LN, Pak je

to baze svého linearniho obalu a nutné jeho dimenze je rovna k. B

41. Definujte maticové nasobeni. Pro¢ ¢tvercova matice A komutuje s A2?

(3.34; 3.40)

Definice: A, B jsou matice (A.B)ij = suma p od k=1 (Aik*Bkj) nejsem si zcela jist ale kratce bez
prikladu ... pokud matice komutuji tak musi splnovat nasobeni A.B = B.A, kde pocet sloupcu a pocet
radku by mel byt stejny. po vypocitani techto matic dostaneme matice typu n2 kde muzeme dojit k
zaveru ze budeme volit nektere promene tak ze matice A.B bude komutovat s matici B.A.

Matice A komutuje s matici A*2:

A*A2=A* A*A) =A*A*A=(A*R) *A=A"2*A

3.34. Definice. Nechf A = (q; ;) je matice typu (m,n) a B = (b; ) je matice typu (n,p). Pak je Ndsobeni
definovan soucin matic A - 13 (v tomto pofadi) jako matice typu (m,p) takto: kazdy prvek e¢; . matice matic
A - B je dan vzorcem
Cik=ai1b g taizbip+ - +anbur= Zai.j bjx, i€{l,...,m}, ke{l,...,p}. (3.2)
j=1

3.35. Poznamka. Viimneme si, Ze nasobeni je definovano jen tehdy, pokud poéet sloupcii prvni matice

je roven poc¢tu fadki druhé matice. Vysledni matice ma stejny pocet Fadki, jako prvni matice a stejny
pocet sloupcii, jako druhd matice. Nazorné:

o --- ©
o o --- © O ewer O
O s
o o -+ O 0 e O
m -on o -+ O - m
o o --- © o --- 0O
(o] ... O
1 —— — ?)
p

Kazdy prvek matice A - B pfitom musime pocitat podle vzorce (3.2) jako soucet sou¢inii odpovidajicich
prvki fadku prvni matice a sloupce druhé matice. Zacateénici mohon pouzit tzv. ,dvouprstovou vizuilni
metodu®: pii vypoétu ¢isla ¢; ;. prilozte ukazovacek levé ruky na zaditek i-tého fadku prvni matice a
ukazovacek pravé ruky na zacatek k-tého sloupce druhé matice. Pak pronasobte mezi sebou ¢isla, na
kterd ukazuji prsty, a vysledek ulozte do séitaci paméti. Posuiite levy prst na dalsi prvek v fadku a pravy
prst na dalsi prvek v sloupci. Znovu vynasobte a prictéte vysledek ke s¢itaci paméti. Posunujte dale levy
prst v fadku a pravy prst ve sloupci, nasobte a s¢itejte ve scitaci paméti tak dlouho, dokud nevycerpate
cely fadek prvni matice. To se stane podle definice v okamiziku, kdy téZ vycerpate cely sloupec druhé
matice. Vysledek scitaci paméti pak napiste jako prvek ¢; ;. do postupné budované vysledné matice A -B.



3.40. Priklad. Necht je ddna ¢tercova matice A typu (n,n). Pokud matice B spliluje rovnost A - B =  Komufujic
B - A, tikdme, Ze matice B Lomutuge s matici A. UkaZzeme, Ze mnoZina vSech komutujicich matic s danou  matice
matici A tvofi linedrni podprostor linedrniho prostoru viech matic typu (n,n).
Predevsim kazda takova matice B musi mit stejny pocet fadka jako matice A sloupcii (aby bylo
definoviano A -B) a také musi mit stejny pocet sloupcii jako matice A fadki (aby bylo definoviano B-A).
To prakticky znamena, Ze matice B musi byt také ¢tvercovd, typu (n,n).
Podle definice 1.17 sta¢i ukdzat, Ze pokud jsou B a C komutujici matice s matici A a o € R, pak
téz B + C a a B jsou komutujici matice. Predpokladejme tedy, Ze plati A-B=B- A, A-C=C-A.
V nasledujicim vypoétu pouzijeme véty 3.38, vzorce (2) az (4) a naSeho pfedpokladu.

A-B+C)=A-B+A-C=B-A+C-A=(B+C)-A,
A-(aB)=a(A-B)=a(B-A)=(aB)-A.

3.41. Priklad. Najdeme béazi a dimenzi linedrniho podprostoru M viech matic komutujicich s matici

()

Podle predchoziho piikladu museji byt matice komutujici s matici A rovnéz typu (2, 2). Predpoklidejme,
ze matice B lze zapsat ve tvaru
a b
B - ( d).

Jednotlivé soudiny pak vypadaji nasledovné

a b\ (1 2\ _(a+3b 2a+4b 1 2\ (a b\ _[(a+2c b+2d

c d 3 4) \e+3d 2c+4d )’ 3 4 c d) \3a+4c 3b+4d )’
Tyto souciny se maji rovnat. Podle pornamky 3.2 se dvé matice rovnaji, pokud se vzdjemné rovnaji

viechny jejich odpovidajici prvky. To nas vede ke étyfem rovnicim o étyfech nezndmych, které upravime
Gaussovou elmininaéni metodou.

3b - 2¢ =0 0 3 -2 0
2a + 3b -2d=0 2 3 0 -2 N 2 3 0 -2 2a + 3b -2 =0
- 3a —3c+3d =10 -1 0 -1 1 0 3 -2 0 3b—2¢ =0

—3b+ 2¢ =0 0 -3 2 0

Proménné ¢ a d miizeme volit libovolné. Uvedené dvé rovnice nam umoziiuji dopoditat proménné b a a
takto: b = 2/3 ¢, a = d—c. V3echny matice, které komutuji s matici A jsou tedy uréeny dvéma parametry:

d—ec 2¢ =] 2 1 0
o 3 = 3
Bf( . d)—c( 1 0)+d(0 1), ceR, .deR.

Linearni prostor vSech komutujicich matic M se nam podarilo vyjadrit jako mnozinu vSech linearnich
kombinaci dvou konstantnich matic. Tuto skute¢nost zapiSeme pomoci linedrniho obalu takto:

-1 2 10 -3 2 10
w=((58)-G )5 0)-G 1)
Posledni tpravu (pronasobeni prvni matice tfemi) jsme nemuseli délat, pokud se spokojime se zlomkem
ve vysledku. V modelovych pfikladech se dosti ¢asto snazime dostat vysledek vyjadfitelny v maljch
celych ¢islech. Neni to samoziejmé nasi povinnosti, pouze pak vysledek lépe vypada a nds vice potési.
Protoze posledni dvé uvedené matice jsou linearné nezavislé (to snadno zjistime) a jejich linedrni
obal je cely podprostor M, mame vysledek:

e {(3 )3 )} o ami=s

42. Dokazte asociativitu maticového nasobeni.

(3.38-1)

mejme matice A typu n,m B m,p a matici C k,p A.B.C=(AB).C=A(BC) ale to neznamena ze mohu
nasibut matici A.C matice maji ruzny pocet radku i sloupcu.

dukaz se provadi obecnym vyjadrenim matic sumy radku a sloupcu kde ziskame dukaz toho ze
soucet radku v jedne matice(A.B=AB) se rovna souctu radku i druhe matice (B.C=BC)



43. Dokazte asociativitu maticového nasobeni a maticového nasobku.

(3.38-1,3)
viz 42. maticovy nasobek - pokud jsem do dobre pochopil tak je to matice nasobena skalarem dukaz
je zrejmy z linearni zavislosti radku

myslim ze jde o dukaz asociativity maticoveho nasobku, tj. veta 3.38 (4) alfa*(A*B)=A*
(alfa*B)....d{ikaz je hned pod vétou ve skriptech

3.38. Véta. Nechf o € R a matice A, B, C jsou odpovidajicich typh tak, aby nize uvedené sou¢iny a
soucty byly definovany. Pak plati

(1) (A-B)-C=A (B-C) (asociativni zdkon),

(2) (A+B)-C=A-C+B-C (distributivni zdkon),

3) C-(A+B)=C-A+C-B (distributivni zakon),

4) ofA-B)=(aA)-B=A-(aB),

(5) (A-B)T =BT .AT.
Dukaz. Jako cvi¢eni dopliite ke kazdému vzorci véty predpoklady o typech matic. Tyto pfedpokla.dy se
budon pro riizné vzorce ligit. V tomto dikazu predpoklddame typy matic (m,n), (n,p) a (p, q ’

(1) Oznaéme A = (a;;), B= (bj1), C=(cky), A-B = (dix), B-C=(f;1), (A-B) - C = (g:1),

A-B-C)=(hyy)proie{l,....m},je{l,...,n}, ke {1,...,p}, L € {1,...,q}. Jde o to ukizat, ze
gig = hiy pro viechna i € {1,...,m} al € {1,...,q}. Podle definice 3.34 je

u—E i 5 Jkl fjt—z ik Ck.l>

takze plati

P P P
gil = Zdi,kck‘l = Z (Zﬂ” jk) B =Y (Z“U 7kckl) =X,
k=1 k=1 k=1
n n T
hig= Zai,j fir= Zai,j (Z bjk Ck,!) = Z (Z @i j bk Ck,I) =Y.
j=1 i=1 k=1 i=1 \k=1

Vysvétlime si, pro¢ plati X =Y. Volme 4, | pevnd. Souéiny a; ; - b; ;. - cx; miZeme zapsat do tabulky, ve
které index j odpovida fddku tabulky a index £ sloupci. Hodnota X pak znamend soudet sloupcovych
mezisouctii v tabulce a hodnota ¥ soucet fadkovych mezisouét. Kazda ti¢etni vi, Ze ob& hodnoty musi
dét stejny vysledek. My ostatni to snadno nahlédneme.

(2) Oznaéme A = (a;;), B = (b; ;), C (¢jk): (A+B)-C = (d; ) proi € {1,...,m},j € {1,...,n},

k€ {1,...,p}. Pak podle definic 3.34 a 3.3 plati
di.k:Z(ai.j +bi.j)cj.k=Z(an‘:k+b=1"1k)—za'uczk+zbucjk=
i=1 i=1 i=1

coz odpovida prvkiim matice A-C+ B - C.
(3) Diikaz bychom provedli obdobné, jako v pfipadé (2).
(4) Oznaéme A = (a;;), B=(bjx) proi € {1,...,m},j € {1,...,n}, k€ {1,...,p}. Plati

n n n n
ad aibie=Y aaijbix= (aai;)bix =) ai;(abi),
i=1 i=1 i=1 =1

coz dokazuje vzorec: (4).

(5) Oznatime A = (a,,J) B = (b,k), C=A-B=(cgx)ie{l..m}jel,..,n}
ke{1,...,p}. Je tedy AT = (a;i), BT = (Brj), kde aji = aij, Brj = bjx. Oznatme jesté soucin
D = BT - A" = (d,.;). Podle definice nésobeni je

n n
Cik = E Qi bk = E Br,j 055 = dr 4,
i=1 =1

takze DT = C, co# dokazuje vzorec (5).



44. Zdivodnéte, pro¢ maticové nasobeni nemusi byt komutativni ani pro ¢tvercoveé
matice.

(3.37)
viz to co jsem definoval v otazce cislo 41.

3.37. Priklad.

11 11 0 0 11 1 3\ _ ( 2 2)
(1 1)'(—1 ﬁl):(o 0)’ (—1 —1)'(1 1)‘ -2 -2)°
Tento piiklad ilustruje, Ze nasobeni matic obecné nespliiuje komutativni zdkon ani pro étvercové matice,
tj. existuji matice A, B, pro které neplati A - B = B - A. Pokud néktera z matic A, B neni &tercova,
pak sou¢in B - A nemusi byt viibec definovan, piestoze soucin A - B definovin je.

Pfiklad dale ukazuje, #e neni splnéna ani vlastnost nuly, na kterou jsme zvykli pfi nasobeni realnjch
gisel: je-li @ # 0, b # 0, pak ab # 0. V prikladu nasobime dvé nenulové matice, a pfitom dostéavame
matici nulovou.

Musime si z toho odnést ponauceni, Ze nasobeni matic nespliiuje viechny vlastnosti, na které jsme
zvykli, a proto pfi upravach vzorci obsahujicich nasobeni matic si musime dat pozor, co muzeme v dané
situaci udélat.

Nabizi se pfirozend otézka, zda nésobeni matic spliiuje aspoi néjaké zakony, na které jsme zvykli
(jinak by bylo skoro zbytetné tuto operaci nazyvat nasobenim). Nésledujici véta ukazuje, ze nasobeni
matic je asociativni a také distributivni vzhledem ke séitani matic.

45. Pro¢ ma horni trojihelnikova matice lindrné nezavislé radky?

(3.22) B
protoze jsme ekvivalentnimi upravami viz co jsem zminil nahore dosli k nezavislosti radkum -
vypusteni nuloveho radku ci vypusteni stejneho radku. a samozrejme dle definice hodnosti hodnost
nam definuje matici v konecnem stavu po GEM (radky jsou nezavisle).

3.20. Poznamka. Matice B v piikladu 3.14 je typickou ukdzkou matice, kterd vznikne po ukonceni Trojihel-
pfimého chodu Gaussovy eliminaéni metody. Jedné se o matici, ve které kazdy nasledujici fadek ma nikove
aspoii o jednu nulu v souvislé fadé nul (psané z leva) vice, nez fadek piedchozi. Pfitom matice neobsahuje  matice
nulové Fadky. Takovim maticim budeme Fikat horni trojihelnikové (nenulové prvky jsou jen v ,pasmu

horniho trojiuhelnika®).

3.21. Definice. Nechf matice A ma fadky a;,as,...,a, a nechf Zadny z nich neni nulovy. Nechf pro
kazdé dva po sobé jdouci fadky a;, a;41 plati: ma-li fédek a; prvnich k slozek nulovych, musi mit fadek
a;4, aspoi prvnich k + 1 slozek nulovych. Pak matici A nazyvame hornt trojihelnitovou matici.

3.22. Véta. Horni trojithelnikovd matice ma viZdy linedrné nezavislé radky.

Diikaz. Linearni nezavislost ovéiime z definice. Nechf matice A ma fadky ay, as, ..., a, a polozme

Cl'131+0202+"‘+0’"an = 0.

Po prevedeni této rovnosti do soustavy rovnic odpovidaji koeficienty jednotlivych rovnic slonpciim ma-
tice A. Pfitom tato soustava ma vidy pouze trividlni FeSeni. Z prvni nenulové rovnice totiz okamzité
plyne, #e oy = 0. Dosazenim tohoto visledku do ostatnich rovnic dostaneme z nékteré z nasledujicich
rovnic vysledek as = 0. Znovu dosadime. Tento postup opakujeme tak dlouho, dokud nedostaneme
a; =0Vie{l,...,n}.

46. Zduvodnéte, pro¢ matice komutujici s pevné danou matici tvori linearni
podprostor.

Matice A,B komutuji prave tehdy kdyz splnuji pravidla distibutivnosti a komutativnosti matic,
nasobku

// musime proste dokazat, ze pokud matice B1 a B2 jsou komutujici s A, tak matice C=(B1+B2) a
matice D=a*B1 (kde a je skalar) jsou take komutujici s A. Tim dokazeme dve postacujici vlastnosti z
definice linearniho podprostoru a jsme hotovi. (dokazuje se prostym dosazenim do rovnice AB=BA)

E’Necht‘ B, C jsou matice komutujici s matici A (&¢ili plati AB=BA a AC=CA), a je readlny koeficient i
iDokéZu pravidla podprostoru - sc¢itani dvou matic a nésobeni matice skalarem: i
1) A * (B+C) = A*B + A*C = B*A + C*A = (B+C) * A

§2) A* a*B=a * (A*B) = a * (B*A) = a*B * A
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47. Proc je sou€in regularnich matic regularni?

3.52 X
%V[ejnzc matice A,B kde matice A je typu (m,n) a matice B je typu (n,p) t_yto m'fltice j301‘1 regularni _
prave tehdy pokud => m=n a n=p vzhledem k nasobeni techto dvou matic vznikne rflatlce C kt_era je
typu (m,p), vzhledem k uvedene rovnosti vyse z toho nutne vyplyva ze m=p z definice regularity
matice => matice typu C je regularni a ma hodnost m(p)

//tohle je podle mé zcela nedostaujici, takova matice by mohla bejt klidné i singularni. My musime
dokazat, ze pokud k A,B existuje inverzni A,B, tak musi existovat i A"-1 *Bf‘—l.. Potom je teprve
vysledna matice také regularni. // tohle je spravna odpoved, viz. veta 3.52 a jeji dukaz

//a neslo by to dokazat pres determinant..?regularni matice ma det!=0 , determinant soucinu je s_,ou(fin
determinantu, takze soucin dvou nenulovych cisel da nejake nenulove cislo=>det vysledne matice je

ruzny od nuly, takze matice je regularni..

3.51. Definice. Ctvercova matice A typu (n,n) se nazyva reguldrni, pokud hod(A) = n. Ctvercova Regulirni,

e
s z z F 3 sSinguiarmn:
matice A se nazyva singularni, pokud neni regularni, tj. hod(A) < n. s :
u . matice

3.52. Véta. Nechf A a B jsou reguldrni ¢tvercové matice typu (n.n). Pak matice A - B je rovnéz
regularni matice typu (n,n).

Diikaz. Matice A - B je étvercovd typu (n,n). To plyne pfimo z definice maticové%m :.sou(":‘in}l. Sta.éi
tedy dokdzat, Ze je regularni. Podle véty 3.50 je matice regularni pravé tehdy, kdyz .k ni e?ustu.]e inverzni
matice. Podle pfedpokladu k matici A existuje inverzni matice A~! a k matici B e)_ust}l_]e inverzn lItﬂati(ie
B!, Sta¢i ukizat, Ze existuje inverzni matice k matici A -B. Hledana inverzni matice je tvaru B~1- A1,
protoze:

B1.A1H).(A-B)=B1.(A"1.A)-B=B'.E-B=B~!.B=E,

(A-B)-B' A )Y)=A-(B-B!)A'=A-E-A'=A-A'=E

48. Cim je zaruéena jednoznaénost inverzni matice?

(3.49)
pokud by méla matice A dvé invezrni matice B a C pak B =B.E =B.(A.C) = (B.A).C = E.C=C

3.47. Poznamka. V definici 3.44 jsme zavedli Jednotkovou matici s podobnymi vlastnostmi, jako ma  Inverzni
realné éislo 1. Vratme se znovu ke srovnani s realnymi &sly. Pro kazdé nenulové redlné éislo a existuje matice
redlné &islo b takové, 7e ab = 1. Takové redlné &islo obvykle nazjvime pievracenon hodnotou é&sla a

a oznacujeme 1/a nebo té% a=!. Analogicky definmjeme pFevracenon hodnotn matice®. tzy. inverzni

matici.

3.48. Definice. Nechf A je étvercova matice typu (n,n) a E je jednotkova matice stejného typu. Matici
B typu (n,n), ktera spliiuje vlastnost A-B=E=B.A nazyvame inverzni matici k matici A. Inverzni
matici k matici A ozna¢ujeme symbolem A~!.

3.49. Véta. Pokud k matici A existuje inverzni matice. pak je tato inverzni matice jednoznané uréena.

Diikaz. Necht mé étvercova matice A dvé inverzni matice B a C. Ukézeme, %e pak B = C. Plati:
B=B-E=B-(A~C)=(B-A)-C=E-C=C.

Zde jsme po Fadé vyuzili: pornamku 3.45, vlastnost, ze C je inverzni matice k A, vlastnost (1) z véty 3.38,

vlastnost, Ze B je inverzni matice k A, a koneéné znovu poznamku 3.45.

3.50. Véta. Ke étvercové matici typu (n, n) existuje inverzni matice pravé tehdy, kdyz hod(A) = n.

Diikaz. Dikaz této véty presuneme a# do pristi kapitoly o determinantech. Véta ukazuje, Ze matice,
které maji hodnost roviu poétu fadki (tj. podle véty 3.18 jsou viechny fédky linearné nezdvislé) maji
inverzni matici. Pokud jsou fadky linedrné zdvislé, inverzni matice neexistuje. Miizeme tedy fici, ze
pokud jsou fadky ve étvercové matici linedrné zavislé, je matice z hlediska maticového nisobeni »skoro
nulovd® v tom smyslu, Ze k ni neexistuje inverzni matice (podobné jako k redlnému ¢sln nula neexistiuje
prevricend hodnota). To nas inspiruje k nasledujici definici.



49. Popiste metodu vypoctu inverzni matice eliminaci a zdiivodnéte, pro¢ tato
metoda skute¢né diva inverzni matici.

(3.55; 3.56)

mejme matici typu A tuto matici polozime rovno jednotkove matici po uprave matice A na dolni a
horni trojuhelnikovy tvar nasledne vydelenim ztiskame jednotkovou matici. - postup. proc dava
matice A polozena jednotkove matici inverzni matici? protoze vsechny provedene operace jsou
muzeme prevest na typ matic cilize po prvnim kroku je matice Al pak A2 ... kazda z techto matic
(jsou regularni) ma za sebou nejakou elementarni upravu ktera je rovna definovanym operacim vyse.

3.53. Priklad. Nejprve na jednoduchém prikladu ukdZeme obvykly postup hleddni inverzni matice Viypocet in-

k dané matici A. Teprve pak dokaZzeme, ze tento postup je opravnény a vidy vede k inverzni matici. verznt mati-
Nasim tikolem bude najit inverzni matici k matici ce eliminact

1 2 3

A=|-1 01

2 21

Vedle prvkii matice A napiSeme prvky jednotkové matice stejného typu (oddélime od sebe pro pirehlednost
svislou ¢arou) a ddle pouzijeme fadkové Gpravy Gaussovy elimina¢ni metody na matici (A|E) jako celek.
To znameni, 7e pracujeme s fadky délky 2n, v naSem konkrétnim pfipadé s faddky o Sesti prvcich.
Pfi eliminaci se snazime vlevo od svislé ¢ary dostat postupné jednotkovou matici.

123|100 1 2 3| 1 0 o0 1 2 3|1 0 o0
-1 01{010]~0 2 4/ 1 1 O0]~|0 2 41 1 0]~
2 21(00 1 0 -2 -5|-2 0 1 0 0 1|1 -1 -1
1 2 o0]-2 3 3 100 1 -2 1 I -2 -1
~l0 2 0[-3 5 4]~f010(-%2 2 2|, A'=({-3 3 2
0 0 1| 1 -1 -1 001 1 -1 -1 1 -1 -1

Tvrdime, Ze hledand inverzni matice k matici A je zapsdna vpravo od svislé ¢ary v posledni ipravé. Pies-
néji, pokud (A|E) ~ (E|B), kde ,~* znamend koneéné mnoho fadkovych tiprav matice podle Gaussovy
elimina¢ni metody, pak B = A !

Zvidavy student se opravnéné pta, pro¢ tato metoda ddva inverzni matici. Nez si na to odpovime,
budeme muset propocitat nasledujici pfiklad a dokazat dvé nasledujici véty.

3.55. Véta. Nechf A ~ B jsou dvé matice, pficem# v eliminaci oznacené zde symbolem .~ nebyl
pouzit krok vynechani nebo pfidani nulového fadku. Pak existuje reguldrni étvercova matice P takova,
ZeB=P-A.

Drukaz. Pro jednotlivé kroky Gaussovy elimina¢ni metody jsme nasli odpovidajici ¢tvercové matice
v piikladu 3.54. Vznikla-li matice B po k krocich Gaussovy elimina¢ni metody, pak ziejmé existuji
matice Cy, Cs, ..., C; (kazd4 z nich je nékterého ze t¥i typi podle piikladu 3.54) takové, ze

B = Cj - (Ci=z--(Cz - (Cy - &)+ ) = (G Oyt -+ Ca- Cy)- A=P- A,

Zde jsme vyuzili asociativniho zédkona pro nasobeni matic z véty 3.38.
Vyslednd matice P je regularni, protoze vSechny matice Cy, Ca, ..., Cy, jsou regulirni (maji linearné
nezavislé fadky) a souéin regularnich matic je regularni podle véty 3.52.

3.56. Véta. Nechf A je regularni a (A|E) ~ (E|B), kde ,,~* oznacuje koneény pocet fadkovych iprav

podle eliminaéni metody a E jednotkovou matici. Pak B = A~1.

E)~(E|B :(7’,/)}?,5)
Drukaz. Podle véty 3.55 existuje ¢tvercova matice P takova, Ze \ (H} N ( /3)
Protoze P- A = E, je matice P inverzni matici k matici A. Protoze B = P -E, je matice B piimo rovna
matici P, tedy inverzni matici k matici A.

Pozorny ¢tenad by mél v tuto chvili namitnout: pro¢ je P inverzni matice k A, kdyz vime pouze,
7e P- A = E, ale nevime, jestli A - P = E? Tento vzorec ale z existence inverzni matice pro regularni
matici A plyne z prviiho. Necht A~ ! je inverzni matice k matici A a nechf plati P- A = E. Vynéasobime
nyni obé strany rovnice matici A~" zprava:

(P-A)-A'=E.A"!, i P-(A-A™)=A"", t. P=A""

3.57. Poznamka. Viimnéme si, Ze metoda hledani inverznich matic, popsana v piikladu 3.53 a dokazana
ve vété 3.56 nam mimochodem umo#ni odpovédét i na otdzku, zda viibec inverzni matice k dané matici A

existuje. Pokud zapiSeme (A|E) a na konci piimého chodu Gaussovy elimina¢ni metody zjistime, Ze v poli
vlevo od svislé ¢ary mame nulovy fadek, pak podle véty 3.17 vime, Ze A je singularni. Véta 3.50 ndm
fikd, 7e inverzni matice neexistuje, takZe nema smysl dal pocitat.
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50. Vyniasobime-li matici A regulirni matici, pak se matice A muZe zménit, ale

nezméni se jeji hodnost. Pro¢?

laicky: protoze vysledna matice bude mit m nezavislych radku jako matice typu A a pocet

nezavislych radku se rovna hodnosti matce

3.60. Véta. Nechf A je libovolnd matice (ne nutné étvercovd) a P, Q jsou reguldrni matice takové, ze Hodnost sou-
je definovino nasobeni P - A a A - Q. Pak hod A = hod(P - A) = hod(A - Q). Jinymi slovy: ndsobeni dinu matic
reguldarni matici neméni hodnost.

Dikaz. Oznaéme B = P - A. Sestavime matici (A|E) a budeme ji eliminovat, abychom vpravo od
¢ary ziskali matici P, tj. podle véty 3.55 dostdvime (A|E) ~ (P - A|P - E) = (B|P). Protoze P je
regulirni, takovou eliminaci 1ze urcité provést. Kdo tomu nevéfi, mize eliminovat ,,pozpatku® od matice P
k matici E a pouzit pak vétu 3.10. Provedme nakonec tutéz eliminaci znovu, jen s maticemi vlevo od svislé
cary: A ~ B. Protoze Gaussova eliminace zachovava hodnost (véta 3.17), je hod A = hod B = hod(P-A).

K dikazu hod A = hod(A - Q) staci podle (5) véty 3.35 prejit k transponovanym maticim a pouzit
piedchozi visledek spoleéné s vétou 3.31: hod(A - Q) = hod(A-Q)” = hod(Q”-AT) = hod A” = hod A.

3.61, Véta. Je-li A - B definovano, pak hod(A - B) < min(hod A, hod B).

Diikaz. Je-li h = hod A, pak lze provést eliminaci A ~ C takovou, Ze matice C ma prvnich h fadki
nenulovych a zbylé fadky nulové. Podle véty 3.55 existuje regularni P takova, ze A = P - C. Na levé
strané dokazované nerovnosti tedy méme hod(A - B) = hod(P - C - B) = hod(C - B). V posledni tipravé
jsme pouzili vétu 3.60. Nyni je potfeba si uvédomit, Ze diky nulovym fadkim matice C ma matice C-B
pod h-tym fadkem vSechny ostatni Fadky nulové. Takze hod(C - B) < h = hod A. Dostivame vysledek
hod(A - B) < hod A. Pfejdeme nyni k maticim transponovanym (A - B)” = BT - AT. Znovu pouZijeme
pravé dokdzany vysledek a vétu 3.31: hod(A - B) = hod(A - B)” = hod(B” - AT) < hod B = hod B.
Protoze hod(A - B) je mensi nebo rovna hod A i hod B, musi byt mensi nebo rovna minimu téchto
hodnot.

51. Co vime o hodnosti soudinu matic, kdyZ znime hodnosti jednotlivych Cinitelii?

Zduvodnéte.

9. 6/

3.28. Definice. Nechf A = (a;;) je matice typu (m,n). Matici AT = (a;;), kterd je typu (n,m), Transpono-
nazyvame (ransponovanou matict k matici A. Matice AT tedy vznikne z matice A pfepsanim Fadkl vand matice
matice A do sloupcii matice A7, respektive pfepsinim sloupcii matice A do Fadki matice A7

3.29. Priklad.

1 2 3

Je-litfebaA:(4 5 6

1 4
), pakje AT=1[2 5
3 6

3.30. Véta. Pro kazdou matici A plati: (A7) = A.

3.31. Véta. Pro kazdou matici A plati: hod(A”) = hod(A).

3.44. Definice. Ctvercovou matici E typu (n, n) nazyvame jednotkovou matics, pokud pro jeji prvky e; ;  Jednotkovd

plati: e; ; =0 proi #jae;; =1proi=j. Nézorné: matice
1 00 0
E— 010 0
000 --- 1

3.45. Poznamka. 7 definice maticového nésobeni okamZité plyne, Ze pro kazdou &tvercovou matici A
typu (n,n) je E-A=A-E = A. Jednotkové matice mé tedy stejnou vlastnost vzhledem k nésobeni,
jako jednicka pii nasobeni redlnych &isel. Pro redilna ¢isla taky plati, Ze 1-a=a-1 =a.

Viimneme si také, ze jednotkova matice je komutujici s kazdou Etvercovou matici.



