Linearni zobrazeni

70. Charakterizujte linearni zobrazeni, vysvétlete princip superpozice.

(7.6;7.8)

Necht' A: L1 ->L2 je zobrazeni z mnoziny L1 do mnoziny L2. Zobrazeni A nazyvame linearnim,
pokud pro vsechna x,y z L1 a skalar 'a' plati: (1): A(x+y) = A(x) + A(y); (2): A(a*x) = a*A(x).

plati: A(a*x+b*y) = a*A(x) + b*A(y).

7.2. Definice. Nechf L; a Lz jsou libovolné mnoZiny. Zobrazenim A z mnoziny Ly do mnoziny L,
rozumime jakykoli pfedpis, ktery kazdému prvku z mnoziny L, pfifadi jednoznaénym zptisobem néjaky
prvek z mnoziny Ly. Skutec¢nost, 7e A je zobrazeni z mnoziny Ly do mnoziny L zapisujeme A: Ly — Lo.
Je-li € L,, pak zobrazeni A: Ly — L piifadi prvku = jednoznac¢né néjaky prvek z mnoziny Lg.
Tento prvek oznacujeme symbolem A(x) € Lo a fikdme mu hodnota zobrazeni A v bodé x. Je-li M C Ly,
pak definujeme
A(M) = {y € Lp; 3z € M tak, 7e A(z) =y}.

7.3. Definice. Nechf L; a L, jsou libovolné mnoziny a uvazujme A: Ly — Lo. Pokud plati A(L;) = Lo,
fikame, %e A je zobrazeni z mnoZiny Ly na mnozinu L, (nebo fikdme, Ze zobrazeni je surjekiivni).

7.4. Poznamka. Zobrazeni A z mnoZiny L; na mnozinu L, je specidlni pfipad zobrazeni z mnoZiny L,
do mnoziny Ly (viimneme si rozdilnosti sliivek ,do*“ a ,na“). Muze se stat, Ze existuji prvky y € La,
pro které neexistuje zadny prvek @ € L;, ktery by spliioval A(x) = y. V takovém piipadé zobrazeni A
neni na mnozinu L. Lidové fefeno, mnoZina Lo je v takovém pfipadé ,,vétsi“, nez mnozina viech hodnot
zobrazeni A.

7.5. Definice. Necht Ly a Ly jsou libovolné mnoziny a uvazujme A: Ly — Ly, Zobrazeni A je prosic

(injektivnt), pokud pro kazdé dva prvky @; € Ly, 2 € L1, @1 # x2 plati A(x,) # A(xs).

7.6. Definice. Necht L, a Ly jsou linedrni prostory, A: Ly — L3 je zobrazeni z L, do Ly. Zobrazeni A
nazyvame lincarnim zobrazenim, pokud pro vSechna x € Ly, ¥ € Ly, o € R plati

(1) Alz+y) =Az)+ Aly),
(2) Ala-z)=a-Alz).

7.7. Poznamka. Linedrni zobrazeni ,zachovavd“ operace s¢itini a ndsobeni konstantou. Sefteme-li
dva prvky z L, a vysledek pfevedeme prostfednictvim linearnitho zobrazeni do Ls, vyjde totéz, jako
kdybychom nejprve jednotlivé prvky prevedli prostfednictvim zobrazeni do L» a tam je seCetli. Viimneme
si, #e prvni operace ,+“ ve vlastnosti (1) je séitanim definovanym na linedrnim prostoru L;, zatimco
druhé operace ,,+“ v této vlastnosti je s¢itanim definovanym na linedrnim prostoru Ls. Tato dvé séitani
mohou byt definovana zcela rozdilnym zpasobem na zcela rozdilnych linedrnich prostorech. Podobné ve
vlastnosti (2) je prvni operace ,-“ nasobkem definovanym na Ly, zatimco druhé operace ,-“ je ndsobek
definovany na L.

7.8. Véta (princip superpozice). Nechf L, a L jsou linearni prostory. Zobrazeni A: Ly — L, je
linedrni pravé tehdy, kdyz pro viechna x € Ly, y € Ly, a € R, 3 £ R plati

Alaxz + 3y) =a Alz) + 3 Aly). (7.1)

Dukaz. Nejprve predpokladejme, Ze pro zobrazeni A: L, — L, plati (7.1) pro vSechna =,y € L, a
o, 3 € R. Dokazeme, Ze A je linearni, tj. Ze plati (1) a (2) z definice 7.6. Pokud zvolime o = § = 1, plyne
z (7.1) vlastnost (1) a pokud volime 3 = 0, plyne z (7.1) vlastnost (2).

Nechf nyni A: L; — Lo je linearni. Plati

(1 (2
Alaz +By) 2 Alaz) + ABY) 2 a Al@) + B Ay).
Nad rovnitky jsme uvedli, kterou vlastnost jsme zrovna pou#ili.
7.9. Poznamka. Opakovanym pouzitim principu superpozice (nebo formélné matematickou indukei) lze
snadno dokazat, ze A: Ly — Lo je linedrni pravé tehdy, kdyz pro viechna n € N, @y, @9,...,®, € Ly,

oy, ,...,0, € R plati

Al ) +as@o + -+ an @) = a1 A1) + ag Alz2) + - - + o, Alz,). (7.2)

Princip superpozice: Necht' x,y jsou vektory z L1, a'a' a'b' jsou skalary, pak pro linearni zobrazeni
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71. Definujte jadro, defekt a hodnost linearniho zobrazeni. Pro¢ jadro linearniho
zobrazeni tvofFi linearni podprostor?

definice 7.16 a 7.21. Fakt, ze jadro tvori linearni prostor, se dokazuje nejdriv tim, ze jadro nikdy neni
prazdne (vzdycky obsahuje nulovy vektor) a pak se dokazujou dve vlastnosti z definice linearniho
podprostoru. (jinak je to podrobne popsano ve vete 7.19)

7.16. Definice. Nechf L;, L jsou linedrni prostory, os je nulovy vektor v linedarnim prostoru L, a Jddro
A: Ly — Ls je linearni zobrazeni. MnoZinu zobrazeni
Ker A ={z € L;; A(z) = 03}

nazyvame jadrem linearnitho zobrazeni A.

7.19. Véta. Jadro linearniho zobrazeni A: Ly — Lo tvoii linedrni podprostor linearniho prostorn L.

Dukaz. Predevsim je Ker A neprazdna mnozina, protoZe podle véty 7.10 obsahuje tato mnozina nulovy
vektor. Podle definice 1.17 mame dokdzat (1) je-li z € Ker A, y € Ker A, pak téz z+y € Ker A a (2) je-li
z € Ker A, o € R, pak je axz € Ker A. Pfedpoklady podle definice 7.16 fikaji A(z) = A(y) = 02 a
mame dokazat, ze A(x + y) = 02, A(ax) = 02. Podle definice 7.6 linedrniho zobrazeni plati

Az +y)=Alx)+ Aly) =02 +02=0;, Alaz)=aA(x)=a0; =0,

7.20. Véta. Mnozina A(L;) vSech hodnot linedrniho zobrazeni A: L; — Lo tvoii linedrni podprostor
linearniho prostoru L.

Dikaz. Mnozina L; je sama v sobé podprostorem. Podle véty 7.14 a poznamky 7.15 musi byt linedrnim
podprostorem i mnozina A(Ly).

7.21. Definice. Defekt linearniho zobrazeni A: Ly — Lo je definovén, jako dim Ker A a hodnost linear- Defekt a
ntho zobrazeni A je definovana jako dim A(L;). Defekt A znacime def A a hodnost A znacime hod A. Je hodnost
tedy zobrazeni

def A = dim Ker A,
hod A = dim A(L,).

7.22. Poznamka. Predchozi dvé véty zaru¢uji smysluplnost definice defektu a hodnosti: Ker A a A(L,)
jsou linedarni podprostory. Defekt zobrazeni ndava zhruba feCeno ,vzdilenost“ zobrazeni od idedlniho
prostého zobrazeni. Jak moc je zobrazeni A ,defektni® souvisi také s tim, kolik informace, které dovedeme
v prostoru Lj rozlisit, se stavd po aplikaci zobrazeni A v prostoru L, nerozlisitelné.

72. Jak dodefinujeme linearni zobrazeni na celém prostoru, kdyz jsou znamy jeho
hodnoty na bazi? Pro¢ je toto rozsifeni jednoznacné?

Necht' A: L1 -> L2 je linearni zobrazeni. Pomoci prvku baze prostoru L1 muzeme vyjadrit jakykoliv

z vektor z L1 jako linearni kombinace prkvu baze. Podle predpokladu zname hodnoty zobrazenych
vektoru baze. Pak pouzijeme vlastnosti linearniho zobrazeni a tim najdeme hodnotu zobrazeni
jakehokoliv vektoru z L1. (jednoznacnost se dokazuje ve vete 7.27(2))

7.26. Poznamka. Nisledujici véta ukazuje, ze pokud zndme hodnoty zobrazeni A: L; — L, jen na Linedrni
bézi linearniho prostoru L; a toto zobrazeni ma byt linedrni, pak jsou jiz znamy jeho hodnoty na celém zobrazeni
prostoru Lq. Jinymi slovy, linearni zobrazeni je urfeno jednoznaéné svimi hodnotami na bazi L. na bdzi

7.27. Véta. Nechf {b;,bs, ..., b, } je béze linedrniho prostoru L; a nechf jsou dany libovolné vektory
Vi M-+ Y, % linearniho prostoru L,. Pak existuje pravé jedno linearni zobrazeni A: L; — La, pro
které plati

Ab;)) =w:, Vie{l,2,..., n}. (7.3)

Dukaz. (1) Existence. Necht & ¢ L. Protoze {by,bs,...,b,} je bdze L;, existuji koeficienty «; € R
takové, Ze T = ay by + as by + - - - + ay by,. Hodnotu zobrazeni A v bodé & nyni definujeme takto:

Alx) =1y ooy + -+ an Y.

=
i

Zobrazeni je linedrni a splituje (7.3). UkdZeme, pro¢. Cisla (o, g, . . ., o) jsou souadnicemi vektoru x
vzhledem k uspotfadané bazi (B). V piikladu 7.25 jsme ukézali, Zze

jeli = (o, as,...,00) ), Y=(01,0....00)m. YER,

pak z+y=(a+bi,a2+fP2....an+0u)(m), YT=(vai,v0z2,....,70)(B)



Z téchto vlastnosti okamzité plyne linearita zobrazeni A. ProtoZe souiadnice vektoru b; vzhledem k bazi
(B) jsou vsechny nulové s vyjimkou i-té souradnice, kterd je rovna jedné, plati

A(b;) = Zo'yj+l'yi:yi=
7=0
Jj#i
coz dokazuje pozadovanou vlastnost (7.3).
(2) Jednoznacnost. Nechf jesté B: Ly — Ly je linearni a spliiuje vlastnost (7.3). Pak je linearni i
zobrazeni (A—B): Ly — Lo. Plati (A-B)(b;) = 0,¥i € {1,2,...,n}, protoze A i B spliiuji vlastnost (7.3).
7 linearity zobrazeni A — B plyne, Ze

(A - B)(@) = (A - B)(aa by +aba+-- -+, by,) =
=a; (A-B)(b1)+az (A—B)(ba) + -+ ap (A - B)(b,) =
=mot+axo+---+a,0=o0.

Vidime, ze zobrazeni A — B je nulové na celém definiénim oboru, takze A = B.

73. Necht’ a : L1 —» L2 je linedrni zobrazeni. Jak souvisi defekt a, hodnost a s dimL1
a dimL2?

(7.53)
def(A) + hod(A) = dim(L1)

7.53. Véta. Necht L;, Ly jsou linedrni prostory koneéné dimenze, A: L; — L, je linedrni. Pak Defekt +
hodnost

def A 4+ hod A = dim L;.

zobrazeni

Diikaz. Zvolme néjakou bézi (B) v Ly a bdzi (C) v La. Nechf A je matice zobrazeni A vzhledem k hazim
(B) a (C). Podle véty 7.49 je

) 0
KerA={z€L; Az)=o0}={ax el o= (21,22....2.)m a A-| : |=]:
Tn, 0

Protoze z prikladu 7.25 vime, Ze zobrazeni, které vektoru x ptifadi jeho soufadnice, je izomorfismem,
plati
def A = dimKer A = dim{z € L;; A(z) = 0} =dim{a € R"; A-a” =0"}.

Vidime, Ze def A je roven dimenzi prostoru Feeni homogenni soustavy s matici soustavy A. Podle
véty .13 je tato dimenze rovna k = n — hod A, kde n je po€et nezndmyjch soustavy. Poéet neznimych
Jje v tomfto pripadé roven poc¢tu prvki baze B, takZe je roven dim L.

Dostavame vysledek def A = dim L; — hod A = dim Iy — hod A. V posledni rovnosti jsme pouzili
vetu 7.48.

74. Isomorfismus linearnich prostori. Pro¢ jsou dva linearni prostory shodné
kone¢né dimense vzajemné isomorfni?

veta 7.39 (spis véta 7.42)

7.37. Definice. Zobrazeni A: Ly — Lo nazyvame zomorfismus, pokud je linearni, prosté a ,na“ L. Izomorfismus
Linedrni prostor L, nazyvame izomor/ni s L., pokud existuje izomorfismus A: Ly — Ls. Protoze

k prostému linearnimu zobrazeni, které je ,na“ Lo, existuje inverzni zobrazeni A~': Ly — Ly, které je

podle véty 7.36 rovnd izomorfismem, plati: je-li L, izomorfni s La, je té% Lo izomorfni s Ly. Casto proto

iikdme, %e Ly a Ly jsou (vzajemné) izomorfni.

7.38. Poznamka. [zomorfismus A: L; — Lo prevadi podle véty 7.30 linedrné nezavislé vektory v L,
na linedrné nezivislé vektory v Lo. ProtoZe je linedrni, pak pfenasi i dalsi pojmy linearity® z L; do La:
linearni zavislost (véta 7.29), linedrni obaly (véta 7.14), podprostory (poznamka 7.15) a baze. Jsou-li L,
a Ly izomorfni, je tedy jedno, zda pii vysetfovani ,linearnich zédlezitosti” se pohybujeme v L nebo v L.
Veskeré struktury pfeneseme prostfednictvim izomorfismu do takového linearniho prostoru, se kterym se
nam lépe pracuje. Z tohoto pohledu je pro nds dulezitd nasledujici véta.

7.39. Véta. Kazdy linedrni prostor L, pro ktery je dim L = n, je izomorfni s linedrnim prostorem R”.
Dtikaz. Protoze dim L = n, existuje koneéna bize {bq,ba,. .., b,} linedrniho prostoru L. Usporadejme

tuto bazi a oznacme ji (B). Priklad 7.25 ukazuje, Ze zobrazeni A: L — R", které kazdému prvku @ € L
piitadi jeho soufadnice vzhledem k bézi (B), je linedrni, je ,na* R™ a plati pro né def A = 0. Podle
véty 7.30 je toto zobrazeni prosté, takze podle definice 7.37 jde o izomorfismus.



7.40. Poznamka. Se vSemi linedrnimi prostory kone¢né dimenze miZeme tedy pracovat stejné jako
s R™. Sta¢i v linedrnim prostoru najit néjakou bazi a dale uz jen pracovat se soufadnicemi vzhledem
k této bazi. Setkali jsme se napfiklad s linedrnim prostorem vsech polynomi nejvyse n-tého stupné, ktery
je izomorfni s R"*!, s linedrnim prostorem matic typu (m,n), ktery je izomorfni s R™" a s linedrnim
prostorem orientovanych tiseéek, ktery je izomorfni s R,

7.41. Véta. Nechf A: Ly — Ly a B: Ly — L3 jsou izomorfismy. Pak je izomorfismem i sloZené zobrazeni

(BoA): Ly — Ls.

Diikaz. Ze je B o A linedrni, dokazuje véta 7.32. Ukazeme, #e je B o A prosté. Nechf @ € Ly, y € Ly,
x # y. Pak plati A(z) # A(y), protoZe A je prosté. Také plati B(A(z)) # B(A(y)), protoZe je B prosté.
Tim jsme dokézali, ze (B o A)(zx) # (B o A)(y).

UkéZeme jesté, ze je Bo A ,na“ Lz. Protoze je A(L1) = Lz a B(L2) = L3, je téz

(Bo A)(L1) = B(A(L1)) = B(L2) = Ls.

7.42. Véta. Dva linedrni prostory koneéné dimenze jsou izomorfni privé tehdy, kdyz se rovnaji jejich
dimenze.

Diikaz. Nechf dim L; = dim Ly = n. Oba linedrni prostory jsou izomorfni s R™ podle véty 7.39. Necht
A: L, — R" a B: Ly — R" jsou izomorfismy. Pak podle véty 7.36 je téz B~!: R™ — L» izomorfismem
a podle véty 7.41 je (B~ o A): Ly — Lj izomorfismus.

Nechf naopak dim Ly # dim Ly. ProtoZe izomorfismus prevadi podle véty 7.30 linedrné nezavislé
vektory na linearné nezavislé vektory, pfevadi bazi v L na bazi v L. Takové baze pak museji mit stejny
pocet prvki, coz je spor s predpokladem dim L; # dim Ls, takZe izomorfismus A: Ly — L3 neexistuje.

75. Definice, existence a jednoznanost matice lineirniho zobrazeni.
7.43. Definice. Nechf Ly a Ly jsou linedrni prostory konetné dimenze, A: Ly — L3 je linedrni. Necht Matice
(B) = (by, ba,...,b,) je uspofadana baze Ly a (C) = (e1,¢2,. .., €m) je uspofddana baze Ly. Matici A linedrniho
typu (m,n), ktera splituje maticovou rovnost zobrazeni

(A(bl)’-A(bﬂ- .- -,A(bn)) =(€1,Cz5.+:yCm) - A, (7.4)

nazyvame matici zobrazeni A vzhledem k uspoidadanym bdzim (B) a (C). Na definiéni rovnost (7.4) se
divame jako na souéin jednoradkové matice vektori (¢, €2, . . ., €,,) s matici A redlnych éisel typu (m,n),
ktery se ma rovnat jednofadkové matici vektori (A(by), A(bs),. .., A(b,)).

7.44. Véta. Nechf plati predpoklady z definice 7.43. Pak matice A zobrazeni A vzhledem k bazim (B)
a () existuje a je uréena jednoznacné.

Diikaz. Poviimneme si, Ze i-ty sloupec matice A obsahuje soufadnice vektorn A(b;) vzhledem k bazi ().
To plyne piimo z defini¢ni rovnosti (7.4) a z definice soudinu matic. Mame tedy metodu, jak sestavit
matici zobrazeni.

Vzhledem k tomu, Ze jsou soufadnice vektoru vzhledem k bézi (C) uréeny jednoznaéné, je i matice
A zobrazeni A uréena timto zobrazenim a bazemi (B) a (C) jednoznaéné.

7.45. Véta. Necht Ly, Ly jsou linedrni prostory konefné dimenze, (B) = (b1, ba, ..., b, ) je uspoiadanda
bdze L, a (C) = (e1,€2,-+ -, ¢;) je usporadand baze Ls. Pak ke kazdé matici A typu (m.n) existuje
pravé jedno linedarni zobrazeni A: Ly — Lo takové, ze A je matici zobrazeni A vzhledem k béazim (B)
a (C).

Duikaz. Rovnost (7.4) udava hodnoty zobrazeni A na prvcich baze B. Z véty 7.27 vime, Ze zndme-li
hodunoty linearniho zobrazeni na bazi, je toto linearni zobrazeni uréeno jednozna¢né na celém defini¢énim
oboru.

7.46. Poznamka. Predchozi dvé véty ukazuji, Ze pokud pevné zvolime bize (B) v L; a (C) v La, pak
je linearni zobrazeni urCeno svou matici jednozna¢né a obracené, linedrni zobrazeni jednozna¢né uréuje
svou matici. Misto linedrnich zobrazeni na linedrnich prostorech koneéné dimenze se tak miizeme zabyvat
jen maticemi téchto zobrazeni bez ztraty informace.



76. Vysvétlete, pro¢ plati Ax =y, kde A je matice linearniho zobrazenia : L1 - L2, x

jsou souradnice vektoru u € L1 a y jsou soufadnice vektoru a(u).
krasne popsano ve vete 7.49

7.49. Véta. Necht (B) = (b, bo, ..., b,.) je bize v Ly, (C) = (1, c3., - .., ) jebazev Lo, A: Ly — Lo

je linedrni a A je matici zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C). Pak pro kazd§ vektor = € L,
x=(x1,29,...,: 'n)(B). Plati pro soufadnice vektoru A(z) = (y1.v2, ..., Ym)(c) Nasledujici rovnost:
Iy n
) Y2
A-l . |= . (7.5)
'rlt .r}lll

Dikaz. Oznatme A = (a;;), i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}. Protoze * = (x1,%2,...,Tn)(n), je
podle definice 6.10 2 = =3 by + 2 b2 + - - - + T, b,,. Pro vektor A(zx) plati:

A(@) = A(@1 by + 222 + - + 20 ba) = 21A(b1) + 22 A(b2) + - + T A(bn) =
=zi(cra11 + 2021+ -+ Cmama) +o2(C1012+C2822+ -+ Cmma) +- -+
+...+g;n(clal.n+62a2'ﬂ+"'+Cmﬂm,n) =
=ci(agzi+ai2v2+ -+ a1 atp)+e2(ag1 22 +a2272+ -+ a2 %)+ -+
+tem(@miT2+Am2T2+ -+ OmnTa) =
=yci+pc2+- -+ YncCm.

7 definice 6.10 vidime, Ze ¢isla y; jsou soufadnicemi vektoru A(a) vzhledem k bézi (C). Z posledni
rovnosti naseho vypoétu plyne, Ze y; = a1 @2 + a2 + - + @ Tn, Y7 € {1,2,...,m}, coz ale podle
definice maticového ndsobeni 3.34 neni nic jiného, nez dokazovany vzorec (7.5).

Zobrazeni
soutadnic

77. Zdiivodnéte, pro¢ hodnost linearniho zobrazeni je rovna hodnosti matice tohoto

zobrazeni.

7.48. Véta. Necht (B) je baze v Ly, (C) je bdze v Lo, A: Ly — Lo je linedrni a A je matici zobrazeni A
vzhledem k bazim (B) a (C'). Pak hod A = hod A.

Dukaz. Oznac¢ime-li symboly A, Ag, ..., A, jednotlivé sloupce matice A, pak plati:

hod A = dim A(L;) = dim A((B)) = dim(A(B)) = dim (A(b1), A(bs), ..., A(bn)) =

=dim((e1,€2,---,€m) - A1, (€1,€2, .., €m) - Az,...,(€1,€2,...,Cm) - Ap) =
— dim (A1, As, ..., A,) = hod A.

V uvedené fadé rovnosti jsme nejprve pouZili definici hodnosti zobrazeni 7.21, dile vlastnosti baze, dile
vétu 7.14, pak jsme rozepsali mnozinu A(B) vyétem prvkii, dale jsme vyuZili rovnost (7.4) a koneéné jsme
vyuzili toho, Ze maximalni podet lineirné nezavislych vektorii z mnoziny {A;, As,..., A, } (véta 3.18)
je roven maximalnimu poc¢tu linedrné nezavislych vektort ze ,skoro stejné“ mnoziny, jen kazdy vek-
tor je nasoben stejnym fadkem linearné nezéavislych vektorii (¢;, €z, .., ¢, ). Uplné posledni rovnost je
v souladu s definici hodnosti matice 3.15 pfi pouziti véty 3.31.

Hodnost
matice
zobrazeni

7.49. Véta, Necht (B) = (by,ba, ..., by,) je baze v Ly, (C) = (¢1,¢a, - . ., C) jebaze v Lo, A: Ly — Ly
je linearni a A je matici zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C). Pak pro kazdy vektor = € L,
x = (x1,%2,....2,)(p), plati pro soufadnice vektoru A(z) = (y1,92..... Ym )(c) nasledujici rovnost:
L ()]
ra Y
A = . (7.5)
T Ym

7.29. Véta, Nechf A: Ly — Lo je linedrni zobrazeni. Pak plati:

(1) Jsou-li @y, 2a,...,x, linedrné zivislé vektory v L;, pak jsou i vektory Alzy), A(z2),. ... Alz,)
linedrné zavislé v Lo.
(2) Jsou-li @y, @a,..., x,, lineirné nezavislé vektory v Ly, pak vektory A(z;), A(zs)...., Alz,) v La

nemusi byt linearné nezavislé.

Zobrazeni

soutadnic

Zobrazent
linearné
nezdvislych
vektori



7.30. Véta. Nechf A: L; — L je linedrni zobrazeni. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) A je prosté.

(2) def A= 0.

(3) Jsou-li &1, o, ..., x,, lineirné nezavislé, jsou linedrné nezavislé i vektory A(z, ). A(za),...,. A(z,,)-

7.31. Definice. Nechf A: L; — L, a B: Ly — L3 jsou zobrazeni. Symbolem BoA: L, — Lz oznacujeme SloZené )
slozene zobrazent, které je definovano predpisem (B o A)(z) = B(A(l!)), Vz € L. zobrazens

7.32. Véta. Nechf A: L, — Lo a B: Ly — Ly jsou linedrni zobrazeni. Pak je linedrni téz sloZené
zobrazeni (Bo A): Ly — Lj.

7.33. Definice. /denticke zobrazeni je zobrazeni Z: L — L, které je definovino predpisem I(xz) = x. Inverzni
Struéné nazyvime zobrazeni T identiton. Necht A: Ly — Ly je prosté zobrazeni. Pak definujeme inverzni  zobrazeni
zobrazeni A=': A(L)) — L, jako takové zobrazeni, které spliuje A™' o A = 7, kde I: L; — L, je

identita.

7.34. Véta. Je-li A: Ly — L, prosté, pak existuje pravé jedno inverzni zobrazeni A=1: A(L,) — L;.

Dukaz. Pro kazdy prvek y € A(L,) existuje pravé jeden prvek o € L, takovy, ze A(z) = y. To plyne
piimo z definice 7.5 prostého zobrazeni. Definujeme A1 (y) = @. Vidime, 7e A~! o A je identita.

7.35. Véta. Je-li L linearni prostor, pak identita 7: L — L je linedrni. Je-li A: Ly — L, linearni a
prosté zobrazeni, pak téz A~': A(L;) — L, je lineirni.

7.36. Véta. Necht A: L; — Ly je linedrni, prosté a ,na“ La. Pak je inverzni zobrazeni A=!: Ly — L,
rovnéz linearni, prosté a .na“ L.

7.55. Véta. Nechf Ly, Lo, Ly jsou linedrni prostory kone¢né dimenze, A: Ly — Lo, B: Ly — L3 jsou Matice
linedrni zobrazeni. Necht déle (B) je uspofadana baze L, (C) je usporadana baze Ly a (D) je uspofadana  sloZeneho
baze L. Predpokladejme jesté, ze A je matice zobrazeni A vzhledem k bdzim (B) a (') a konecné B je zobrazeni
matice zobrazeni B vzhledem k bazim (C) a (D). Pak B- A je matice slozeného zobrazeni Bo A vzhledem

k bazim (B) a (D).

7.56. Véta. Nechf (B) a (C) jsou dvé baze linearniho prostoru L. Pak matice identického zobrazeni Matice
I:L -+ L vzhledem k bazim (B) a (C) je rovna matici piechodu A (¢ p) od baze (C) k bazi (B). identity

7.59. Véta. Nechi A: L; — L je linedrni zobrazeni a nechf (13,), (C;) jsou baze linedrniho prostoru L,
a (Bz), (C2) jsou baze linedrniho prostoru L. Ozna¢me symbolem A p, ) matici pfechodu od biéze
(B1) k (Ch) a Ac, p,) matici pfechodu od béze (C>) k (B,). Je-li A matice zobrazeni A vzhledem
k bazim (By), (Bz), pak A, p,) - A - A(p, ¢, je matice téhoz linearniho zobrazeni vzhledem k bézim

(C4), (Ca).

7.60. Definice. Nechf A: L — L je linedrni zobrazeni (linedrni prostor vzort i obrazii je stejny a mad Zobrazent
koneénou dimenzi). Misto, abychom mluvili o matici linedrniho zobrazeni vzhledem ke stejnym béazim (B) do stejného
a (B) (to pisobi, jako bychom koktali), stru¢né se zmifiujeme o matici zobrazeni A vzhledem I bazi (B).  prostoru

7.61. Véta. Nechf A: L — L je linedrni zobrazeni, (B), (C) jsou dvé baze linearniho prostoru L a
A ) je matice piechodu od baze (B) k bazi (C). Je-li A matice zobrazeni A vzhledem k bézi (B),

pak A(_h{'(., A - A(p ) je matici téhoz linearniho zobrazeni vzhledem k bézi (C).

7.63. Definice. Matice A je podobna matici B, pokud existuje regularni matice P takova, Ze plati
B=P1.A.P.

7.65. Poznamka. Nésledujici ¢ést textu o vlastnich &islech jsem ke kapitole o linearnich zobrazenich Viastni éislo.
zafadil poté, co byla do osnov algebry pro prvni roénik zafazena zminka o vlastnich vektorech. Je to wlastng vek-
téma docela rozsihlé. Zde jsou uvedeny jen zakladni vlastnosti, takZe &tenaf s hlubSimi zajmy o tuto for
problematiku bude muset sdhnout po jiném zdroji informaci, napiiklad [14].

7.66. Definice. Necht A: L — L je linearni zobrazeni. Cislo )\ € C se nazyva vlasinim éislem zobra-
zeni A, pokud existuje vektor € L, z # o takovy, ze A(z) = Az. Vektor x, ktery splituje uvedenou
rovnost, se nazyva vlastni vektor zobrazeni A piislusng viastnimu éislu .

7.70. Definice. Necht A je ¢tvercovd matice typu (n,n) redlnjch nebo komplexnich éisel. Cislo A € C
se nazyvd vlastnim cislem matice A, pokud existuje vektor € C*, & # o, takovy, 7e A - 27 = Ax?.
Vektor x, ktery spliiuje uvedenou rovnost, se nazjva vlasini veklior matice A prislusny viastnimu ¢islu .



7.71. Véta. Nechf A: L — L je linearni zobrazeni a A je jeho matice vzhledem k néjaké bazi (B). Pak A
Je vlastnim ¢islem zobrazeni A pravé tehdy, kdyz je vlastnim ¢islem matice A. Navic x je vlastni vektor
zobrazeni A piisluSny A pravé tehdy, kdy#z soufadnice vektoru = vzhledem k bazi (B) tvoii vlastni vektor
matice A prislusny A.

7.75. Definice. Necht A je ¢tvercovd matice. Polynom det(A — AE) nazyvame charakteristicky po-
lynom matice A a rovnost det(A — AE) = 0 charakteristickou rovnici. Je-li A k-ndsobnym kofenem
charakteristické rovnice, fikdme, Ze A je k-ndsobnym viasinim cislem.

7.76. Pfiklad. Uvedeme jesté cely postup odvozeni vypoétu vlastnich éisel matice (viz predchozi po-
znamku) znovu na konkrétnim numerickém piikladé, protoze odvozeni miize pro nékoho byt na konkrét-
nim pfikladé ndzornéjsi. Budeme hledat vlastni &sla a vlastni vektory matice

-2
A= -1 4
4 4 -

5 -2 2 3] Ty
-1 4 -1 e | =A | 22 |,
—4 4 -1 T3 Ty

a pfitom vektor x byl nenulovy. RozepiSeme tuto rovnost do slozek:

5z — 2x2 + 223 = Az (5 - )\)I] o +2r3=0
-1y +435 — 33 = AT2 tj. —z14+(4 — A)z2 —x23=0
—4xy + 419 — 13 = A13 —4z, + 4I2+(—1 — )\).’If:g =0

Potfebujeme, aby uvedend homogenni soustava se étvercovou matici méla nenulové feseni. Matice sou-
stavy tedy musi byt singuldrni, tj. musi mit nulovy determinant:

S—=A =2 2
det -1 4= =] =1(.
—4 - —~1=2A

Hledéme tedy A takové, aby det(A — AE) = 0. Pfisté u# toto odvozeni nebudeme opakovat, ale zacneme
rovnou od rovnice det(A — AE) = 0.

det(A — AE) = (5— A)(d = A)(—1=A) = 16 — (—4(4— X) —4(5 — \) +2(—1 — X)) = —(A - 3)*(A - 2),

takze vlastni ¢isla jsou A = 3 a A = 2. Najdeme jeSté vlastni vektory. Nejprve najdeme vlastni vektory
prislusné vlastnimu ¢&islu 3:

5-3 -2 2 2-2 2
-1 4-3 -1 |=(-1 1-1]~(1-11).
-4 4 -1-3 -4 4 -4

Béze feSeni homogenni soustavy s matici (1 —1 1) je napiiklad {(1,1,0),(-1,0,1)}. Toto jsou dva
linedrné nezavislé vlastni vektory, které piisludi vlastnimu éislu 3. Vsechny vlastni vektory piislusejici
vlastnimu ¢islu 3 tvoii linedrni obal této béze, oviem bez nulového vektoru. Nyni najdeme vlastni vektory,
které piislusi vlastnimnu &islu 2:

5-2 -2 2 3 -2 2 -1 2 -1 1 2 -1
-1 4-2 -1 =}-1 2-1]~ 0 4 -1 ~( 0 4_1).
—4 4 -1-2 -4 4 -3 0-=4 1

Dimenze prostoru feSeni homogenni soustavy s touto matici je 1, tj. stacl najit jeden vektor feSeni:
(—2,1,4) a ostatni vektory feSeni jsou jeho nasobky. Tato feSeni (bez nulového) jsou téz viechny vlastni
vektory matice A, které pfislusi vlastnimu &islu 2.

Celkem tedy m4a matice A tfi linedrné nezavislé vlastni vektory: (1,1,0),(—-1,0,1),(—2,1,4). Prvni
dva pfisluseji vlastnimu ¢&islu 3 a posledni pfislusi vlastnimu éislu 2.



7.77. Priklad. Nisledujici piiklad ukazuje, Ze nemusi existovat tolik linedrné nezavislych vlastnich
vektoril, kolik fidkii ma matice. Budeme hledat vlastni ¢isla a vlastni vektory matice:

2 4 -3
A=|-110 -6
-1 8 -4
Vypocteme determinant matice A — AE:
2-)2 4 -3
det| -1 10-2 -6 |=-(A-320-2).
-1 8 —4-)

Vidime, Ze matice ma stejnd vlastni ¢isla, jako matice z pfedchoziho pfikladu. Nyni vypoéitame vlastni
vektory:

A=3: (2-3 4 -3 -1 4-3 -1 4-3 ~1 4 -3 vlastni
-1 10-3 -6 =|-17-6]|~ 0 3-3]|~ vektor:
-1 8 —-4—-3 -1 8 -7 0 4 -4 o 11 (1,1,1)
A=2: (2-2 4 -3 0 4-3 1 8 —g\ Viastni
-1 10-2 —6 =|-18 —6|~ vektor:
1 8 -4-2 _1 § —6 04-3/ (0,3,

Na rozdil od predchoziho piikladu vicenasobnému vlastnimu é&islu 3 pfislui jen jeden linedrné ne-
zavisly vlastni vektor. Tato matice ma tedy dohromady jen dva linedrné nezavislé vlastni vektory:
(1,1,1),(0,3,4), které po fadé pfisluseji vlastnim &islim 3 a 2.

7.78. Véta. Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.

7.81. Piiklad. Diagonalni matice

A 00 0
0 X 0 0
D=]10 0 X 0

mé charakteristicky polynom (A; —A) (Az—A) - -- (A, — ), protoZe determinant diagonilni matice D—\E
Je roven soucinu prvkii na diagondle. Vlastni ¢isla matice D tedy jsou Aj, Ag, ..., An.

Vlastni vektor matice D piisludny vlastnimu &slu A; je vektor obsahujici samé nuly s vyjimkou i-té
slozky, ve které je néjaké nenulové &islo, tfeba jednicka.

Matici D z tohoto pfikladu budeme znaéit D = diag(A1, Az, . - -, An). Tim uSetfime papir.

7.82. Véta. Necht A je étvercovd matice typu (n, n). Sestavme libovolna komplexni ésla A;. ..., An do
diagondlni matice D = diag();...., An) alibovolné nenulové vektory x4, .. ., x, z C" zapisme do sloupecti

matice P, tj. P = (x],....2T). Pak plati: ¢isla Ay, .., An jsou vlastnimi ¢isly matice A a x;,..., Tn
Jjsou jejich odpovidajici vlastni vektory pravé tehdy, kdy# je splnéna rovnost PD = AP.

7.83. Véta. Nechi mé &tvercovd matice A s n fadky n linedrné nezévislych vlastnich vektorti (kazdy
# nich piislugi néjakénm vlastnimu éslu matice). Pak je matice A podobnd diagondlni matici.

7.84. Viéta. Necht je matice A podobné diagonalni matici, to znamena, ze existuje regulirni matice P
a diagonalni matice D takové, ze A = PDP 1. Pak D obsahuje vlastni &isla matice A a ve sloupcich
matice P jsou vlastni vektory piisluiné (podle poradi) odpovidajicim vlastnim &sliim zapsanym v D.

7.87. Véta. Vlastni vektory, které piisluSeji vzajemné riiznym vlastnim &isliim, jsou linearné nezavislé.
7.92. Véta. Necht A_: L — L je linearni zobrazeni, dim L = n. Zobrazeni A ma n linedrné nezavislych
vlastnich vektorii pravé tehdy, kdy# existuje baze (B) prostoru L takova, ze A ma vzhledem k této bazi
diagonalni matici D. Pfitom na diagonile matice D jsou vlastni ¢isla zobrazeni A a béaze (B) obsahuje
vlastni vektory pFislusné vlastnim éislim v matici D ve stejném poradi.

Podobnost
s diagonalni
matict



