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Casova slozitost algoritmt

Dulezitou vlastnosti algoritmu je, jakou ¢asovou narocnost maji vypocty
provedené podle daného algoritmu

Casova narodnost vypodtd se neziskava méfenim doby vypodtu pro riizna data,
ale analyzou algoritmu, jejimz vysledkem je Casova slozitost algoritmu

Casova slozitost algoritmu vyjadFuje zavislost asu potfebného pro provedeni
vypocCtu na rozsahu (velikosti) vstupnich dat

Cas se pfitom ,mé&fi“ poétem provedenych operaci, pfiéemz doba provedeni
kazde operace nezavisi na rozsahu vstupnich dat
Priklad: soucet prvku pole
static int soucet(int[] pole) ({
int s = 0;
for (int i=0; i<pole.length; i++) s = s + pole[i];
return s;

}
Budeme-li za operace povazovat podtrzene konstrukce, pak casova slozitost je

Cn)=2+(n+1)+n+n=3+3n
kde n je pocet prvku pole
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Sekvencni hledani

» Doba vypoctu obvykle nezavisi jen na rozsahu vstupnich dat, ale téz na
konkrétnich hodnotach

» Obecné proto rozliSujeme Casovou slozitost v nejlepSim, nejhorSim a
prameérném pripadé
« Priklad: sekvencni hledani prvku pole s danou hodnotou
static int hledej(int[] pole, int x) {
for (int i=0; i<pole.length; i++)
if (x==pole[i]) return i;
return -1;
}
* Analyza:
» nejlepsi pfipad: prvni prvek ma hodnotu x
Cmin(n) =3
» nejhorsSi pripad: zadny prvek nema hodnotu x
C..nm=1+(nt1)+n+n=2+3n
* prumérny pfipad
Coum(n) =2.5 +1.9n
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Casova slozitost algoritmt

« Presné urcCeni pocCtu operaci pfi analyze slozitosti algoritmu je Casto velmi
slozité

» Zvlast komplikované (nebo i nemozné€) byva urceni poctu operaci v prumérném
pripadé; proto se vetSinou omezujeme jen na analyzu nejhorsiho pripadu

« Zpravidla nas ani nezajimaji konkrétni pocCty operaci pro ruzné rozsahy
vstupnich dat n, ale tendence jejich rastu pri zvétSujicim se n

» Pro tento ucel Ize vyrazy udavajici slozitost zjednodusit: staCi uvazovat pouze
slozky s nejvysSim fadem rustu a i u nich Ize zanedbat multiplikativni konstanty

« Priklad: rad rastu ¢asové slozitosti pfedchozich algoritmu je n (Casova sloZitost
je linearni)
. Casovou slozitost vyjadfujeme pomoci asymptotické notace:

O dvou funkcich fa g definovanych na mnoziné prirozenych Cisel a s
nezapornym oborem hodnot fikame, ze f roste radoveé nejvys tak rychle, jako

g a piSeme
f(n) = O(g(n))

pokud existuji prirozena Cisla K a n, tak, ze plati
fi(n) < K.g(n) pro véechna n > n,

AOB36PRI ,PROGRAMOVANI* 12 5



Casova slozitost algoritmt

« Tabulka udavajici dobu vypoctu pro rizné ¢asove slozitosti za prepokladu, Ze 1
operace trva 1 us

10 20 4”0 60 500 1000
log n 2,318 4,3us ouS 5,8us us

n 10us 20us 40us 60us 0,5s 1ms
nlog n 23us 86us 0,2ms 0,35ms 4. 5ms 10ms

n2 0,1ms 0,4ms 1,6ms 3,6ms 0,25s 1s

n3 1ms 8ms 64ms 0,2s 125s 17min

n* 10ms 160ms 2,56s 13s 17h 11,6dni

2n 1ms 1s 12,7 dni 36000 let

n! 3,6s 77000 let
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Sekvencni hledani se zarazkou

« Sekvencni hledani v poli Ize urychlit pomoci zarazky

« Za predpokladu, ze pole neni zaplnéno az do posledniho prvku, ulozime do
prvniho volného prvku hledanou hodnotu a cyklus pak muze byt fizen jedinou
podminkou

» Sekvencni hledani se zarazkou:

static int hledejSeZarazkou (int[] pole, int volny, int x)

{

int i = 0;

pole[volny] = x; // ulozeni zarazky

while (pole[i]!'=x) i++;

if (i<volny) // hodnota nalezena
return i;

else // hodnota nenalezena

return -1;

- Casova slozitost je O(n), nejde tedy o vyznamné urychleni
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Binarni hledani (Binary Search)
Pro nékteré problémy Ize sestavit algoritmus zalozeny na principu opakovaneho
puleni:
« zakladem je cyklus, v némz se opakované zmensuje rozsah dat na
polovinu

» Casova slozitost takoveho cyklu je logaritmicka (d€lime-li n opakovane
2, pak po | log,(n) | krocich dostaneme &islo mensi nebo rovno 1)

Pfi hledani prvku pole Ize pouZzit princip opakovaného puleni v pfipadé, Ze pole
je sefazené, tj. hodnoty jeho prvkua tvofi monotonni posloupnost
Hledani pulenim ve vzestupné sefazeném poli:
 zjistime hodnotu y prvku leziciho uprostfed prohledavaného useku pole
- jestlize hledana hodnota x = y, je prvek nalezen
* jestlize x < y, pokracujeme v hledani v levém useku
 jestlize x > y, pokraCcujeme v hledani v pravéem useku

Hledani prvku pole pulenim se nazyva téz binarni hledani (binary search),
Casova slozitost je O(/og n)
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Binarni hledani (Binary Search)

« Algoritmus binarniho hledani:

static int hledejBinarne (int[] pole, int x) {

int dolni = O0;

int horni = pole.length-1;

int stred;

while (dolni <= horni) {
stred = (dolni+horni)/2;
if (x < pole[stred]) horni = stred-1;
else if (x>pole[stred]) dolni = stred +1;
else return stred;

}

return -1;
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Razeni pole
» Algoritmy fazeni pole jsou algoritmy, které preskupi prvky pole tak, aby
upravene pole bylo sefazené

« Pole p v jazyku Java je vzestupne serazene, jestlize plati

pli-1] <= pl[i] pro i =1,...,poc€et prvka pole — 1
» Pole p v jazyku Java je sestupné serazeng, jestlize plati

pli-1] >= pJi] pro i =1,...,poc¢et prvka pole — 1
« Principy nékterych algoritmu fazeni ukazeme na fazeni pole prvku typu int a

budeme je prezentovat jako funkce, které vzestupne serfadi vSechny prvky pole
daného parametrem
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Razeni zaménovanim (Bubble Sort)

» Pri fazeni zaménovanim postupné porovnhnavame sousedni prvky a pokud jejich
hodnoty nejsou v pozadované relaci, vyménime je; to je treba provést nekolikrat
e Hrubé reseni:
for (n=a.length-1; n>0; n--)
for (1=0; i<n; i++)
if (a[i] > a[i+l]) !'"vymén a[i] a a[i+1l]"

» Podrobné reSeni (BubbleSort]:
static void bubbleSort (int[] a) {
int pom, n, i;
for (n=a.length-1; n>0; n--)
for (1i=0; i<n; 1i++)
if (a[i] > a[i+l1l]) {
pom = a[i]; a[i] = a[i+l]; a[i+l] = pom;
}
}

« Casova slozitost je O(n?)
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Razeni vybérem (Select Sort)

» Prirazeni vybérem se opakované hleda nejmensi prvek

* Hrubé reseni:
for (i=0; i<a.length-1; i++) {

"najdi nejmensi prvek mezi a[i] az a[a.length-1]";

"vymén hodnotu nalezeného prvku s a[i]";

}

* Podrobné reSeni (SelectSort)
public static void selectSort(int[] a) {
int i, j, imin, pom;
for (i=0; i<a.length-1; i++) {
imin = i;
for (j=i+l; j<a.length; j++)
if (a[j] < a[imin]) imin = j;
if (imin '= i) {
pom = a[imin];
a[imin] = a[i];
af[i] = pom;
}
}
}

- Casova slozitost algoritmu SelectSort: O(n?)
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Razeni vkladanim (Insert Sort)
Pole |ze seradit opakovanim algoritmu vlozeni prvku do sefazeného useku pole

Hrubé resSeni:
for (n=1; n<a.length; n++) {
"usek pole od a[0] do a[n-1] je serazen"

"vloz do tohoto useku délky n hodnotu a[n]"

}

Podrobné feSeni (InsertSort):
private static void vloz (int[] a, int n, int x) {

int 1i;

for (i=n-1; i>=0 && a[i]l>x; i--)
af[i+l] = a[i];

a[i+l] = x;

}

public static void insertSort(int[] a) {
for (int n=1; n<a.length ; n++)
vloz(a, n, a[n]);

}
Casova slozitost algoritmu InsertSort: O(n?)
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Slucovani (Merging)

* Problem sluCovani (merging) lze obecné formulovat takto:

» ze dvou sefazenych (monotonnich) posloupnosti a a b mame vytvorit novou
posloupnost obsahujici vSechny prvky z a a b, ktera je rovnez serazena

» Priklad:

a: 23681034
b: 37121355
vysledek: 233678101213 34 55

« Jsou-li posloupnosti uloZeny ve dvou polich, muzeme algoritmus slu¢ovani v
jazyku Java zapsat jako funkci
static int[] slucPole(int[] a, int[] b)
Neefektivni feSeni:
» vytvorime pole, do néhoz zkopirujeme prvky a, pfidame prvky b a pak
sefadime
To neni sluCovanil!
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Slucovani (Merging)

* Princip sluCovani:
» postupné porovnavame prvky zdrojovych posloupnosti a do vysledné
posloupnosti presouvame mensi z nich

* nakonec zkopirujeme do vysledné posloupnosti zbytek prvni nebo druhé
posloupnosti

static int[] slucPole(int[] a, int[] b) {
int[] ¢ = new int[a.length+t+b.length];
int ia = 0, ib =0, ic = 0;
while (ia<a.length && ib<b.length)
if (a[ia] < b[ib])
cl[ic++] = a[ia++];
else
clic++]
while (ia <
while (ib <
return c;

b[ib++] ;
.length) c[ic++] = a[ia++];
.length) c[ic++] b[ib++];

(o 2
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Razeni slucovanim (Merge Sort)

EfektivnéjSi algoritmy razeni maji Casovou slozitost O(n log n)

« Jednim z nich je algoritmus rfazeni sluCovanim (MergeSort), ktery je zaloZzen na
opakovaném slucovani sefazenych useku do useku vétsi delky

* Lze jej popsat rekurzivné:

* fazeny usek pole rozdél na dvé cCasti

« serad levy usek a pravy usek

» prepis razeny usek pole slouCenim levého a pravéeho useku

15 32 74 11 80 10 40 27 34 24

serazeni serazeni
v v

11 +15'%"32:5. 74 8031024 273440

N 27
)

slouceni

10 11 15 24 27 32 34 40 74 80
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Slouceni dvou serazenych useku pole

* Funkce, ktera slouCi dva sousedni sefazené useky pole a a vysledek ulozi do
pole b:

private static void merge (int[] a, int[] b,
int levy, int pravy,
int poslPravy) {

int poslLevy = pravy-1;
int i = levy;
int prvnilevy = levy;
while (levy<=poslLevy && pravy<=poslPravy)
if (a[levy] < al[pravyl)
b[i++] = a[levy++];
else
b[i++] = a[pravy++];
while (levy <= posllevy) b[i++] = a[levy++];
while (pravy <= poslPravy) b[i++] = a[pravy++];
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Rekurzivni MergeSort

* Rekurzivni funkce razeni useku pole:

private static void mergeSort(int[] a, int[] pom,

int prvni,
if (prvni < posl) {
int stred = (prvni+posl)/2;
mergeSort (a, pom, prvni, stred);
mergeSort(a, pom, stred+l, posl);
merge (a, pom, prvni, stred+l, posl);
for (int i=prvni; i<=posl; i++) al[i]

}

» Vysledna funkce:
public static void mergeSort (int[] a) {
int[] pom = new int[a.length];
mergeSort(a, pom, 0, a.length-1);

}
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Nerekurzivni MergeSort

* Rekurzivni MergeSort se vola rekurzivné tak dlouho, dokud délka useku pole
neni 1; teprve pak zacne slucovani sousednich useku do dvakrat vétsiho useku
v pomocném poli, ktery je tfeba zkopirovat do ptivodniho pole

* Rozdéleni pole na useky, které se postupné slucuiji, je dano postupnym pullenim
useku pole shora dolu.
* Nerekurzivni (iteracni) algoritmus MersgeSort postupuje zdola nahoru:
» pole a se rozdéli na dvojice useku délky 1, které se slouci do sefazenych
useku délky 2 v pomocném poli pom
» dvojice sousednich sefazenych usekl délky 2 v poli pom se slouci do
sefazenych useku délky 4 v poli a
» dvojice sousednich useku délky 4 v poli a se slouCi do sefazenych usek
délky 8 v poli pom
« atd.
» tento postup se opakuje, pokud deélka useku je mensi nez velikost pole
» skonci-li sluCovani tak, ze vysledek je v pomocném poli pom, je tfeba jej
zkopirovat do puvodniho pole a
» llustrujme tento postup na prikladu
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Razeni sluéovanim zdola
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Nerekurzivni MergeSort

public static void mergeSort(int[] a) {
int[] pom = new int[a.length];
int[] odkud = a;
int[] kam = pom;
int delkaUseku = 1;
int posl = a.length-1;
while (delkaUseku<a.length) {
int levy = 0;
while (levy <= posl) {
int pravy = levy+delkaUseku;

merge (odkud, kam, levy, Math.min (pravy, a.length),
Math.min (pravy+delkaUseku-1, posl)) ;

levy = levy+2*delkaUseku;
}
delkaUseku = 2*delkaUseku;

int[] p = odkud; odkud = kam; kam = p;
}
if (odkud !'= a)
for (int i=0; i<a.length; i++) a[i] = pom[i];
}
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Prihradkové fazeni (Case sort)

1. prichod 223 131 458 193 756 812 027 579 283 200
rozdéleni podle posledni Cislice
283

193
200 131 812 223 756 027 458 579
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2. pruchod 200 131 812 223 193 283 756 027 458 579
rozdéleni podle druhé Cislice

027 458
200 812 223 131 756 579 283 193
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3. pruchod 200 812 223 027 131 756 458 579 283 193
rozdéleni podle prvni Cislice
283
193 223
027 131 200 458 579 756 812
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Vystup: 027 131 193 200 223 283 458 579 756 812
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Prihradkové fazeni (Case sort)

static int hexCislice(int x, int r) {
return (x >> 4*r) & OxF;

}

static void caseSort(int[] pole) {
FrontaCisel|[] prihradky = new FrontaCisel[16];
Trpl e
for (c=0; c<16; c++)
prihradky[c] = new FrontaCisel () ;
for (r=0; r<8; r++) {
for (j=0; j<pole.length; j++)
prihradky[hexCislice (pole[]],r)] .vloz (pole[]]) ;
Fermiy
for (c=0; c<16; c++)
while (!prihradky[c].jePrazdna())
pole[j++] = prihradky|[c] .odeber() ;
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Problém pro zajemce
- Je dana posloupnost celych Cisel A, A,, ... A,. Mame najit takovou jeji
podposloupnost A; az A, , jejiz prvky davaji nejvetsi kladny soucet ze vsech
ostatnich podposloupnosti
» Priklad:
— pro {-2, 11, -4, 13, -5, 2} je vysledkem i=2, j=4, soucet=20
— pro {1, -3, 4, -2, -1, 6} je vysledkem /=3, j=6, soucet=7
— pro {-1, -3, -5, -7, -2} je vysledkem /=0, j=0, soucet=0
» Pro resSeni tohoto problému Ize sestavit nékolik, méné ¢i vice efektivnich
algoritmu

« Poznamka: Cisla A,, A,, ... A, budou ulozena v prvcich pole a[0], a[1], ... a[n-1],

kde n je velikost pole a
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Reseni hrubou silou

* Nejjednodussi (a nejmeéneé efektivni) je algoritmus, ktery postupné probere
v8echny mozné podposloupnosti, zjisti soucet jejich prvka a vybere tu, ktera ma
nejvetsi soucet

static int maxSoucet (int[] a) {
int maxSum = 0;
for (int i1i=0; i<a.length; i++)
for (int j=i; j<a.length; j++) {
int sum = 0;
for (int k=i; k<=j; k++)
sum += al[k];
if (sum>maxSum) {
maxSum = sum;
prvni = i;
posledni = j;
}
}

return maxSum;

}
 Poznamka: proménné prvni a posledni jsou nelokalnimi proménnymi

« Casova slozitost tohoto algoritmu je O(n3) (kubicka)
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Reseni s kvadratickou slozitosti

 Vnitrni cyklus (proménna k) pocitajici soucet S, ; = a[il+...*+a[j] je zbytecny:
zname-li soucet S, | = a[l+...+a[j-1], pak S;; = S; 4+ al]]

static int maxSoucet (int[] a) {
int maxSum = 0;
for (int i=0; i<a.length; i++) {
int sum = 0;
for (int j=i; j<a.length; j++) {
sum += a[j];
if (sum>maxSum) {
maxSum = sum;
prvni = i;
posledni = j;
}
}
}

return maxSum;

}
- Casova slozitost tohoto algoritmu je O(n?)
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ReSeni s linearni slozitosti
- Reseni Ize sestavit s pouzitim jediného cyklu s Fidici proménnou j, ktera udava
index posledniho prvku podposloupnosti
« Promenna i udavajici index prvniho prvku podposloupnosti se bude meénit takto:

* pocatecni hodnotou /i je 0

* postupné zvétsujeme j a je-li soucet podposloupnosti od / do j (sum) vetsi,
nez doposud nejvétsi soucet (sumMax), zaznamename to (prvni=i,
posledni=j, sumMax=sum)

» vznikne-li vSak zvétSenim j podposloupnost, jejiz souCet je zaporny, pak
zadna dalSi podposloupnost zaCinajici indexem i a koncici indexem j1, kde
j1>j, nemize mit soucet vétsi, nez je zaznamenan; hodnotu proménné i je
proto mozne nastavit na j+1 a sum na 0
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ReSeni s linearni slozitosti

static int maxSoucet (int[] a) {
int maxSum = 0;
int sum = 0, i = 0;
for (int j=0; j<a.length; j++) {
sum += a[j];
if (sum > maxSum) ({
maxSum = sum;
prvni = i;
posledni = j;
}
else if(sum < 0) {
1= ek el
sum = 0;

}

return maxSum;
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QuickSort I

class Quick {
static void quickSort (int[] a, int left, int right) {
if (left < right) {
int p = castecne(a, left, right)
quickSort(a, left, p-1);
quickSort(a, p+l, right);
}
}

private static int castecne(int[] a, int left, int right) {
int pivot = a[left]; int p = left;
for (int r = left + 1; r <= right; r++) {
if (a[r] < pivot) {
a[p] = a[r]; a[r] = a[p+l]; a[ptl]= pivot;
pt+;
}
}

return p;
} 33|/60]140]20|10

20110|33|60/40
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QuickSort II

public static void main (String[] args) {

int[] pole={22, 33, 14, 91, 3 , 51 , 6, 24, 7, 44,

for (int 1 = 0; i < pole.length; i++) {
System.out.print(pole[i] + " ");

}

System.out.print ()
quickSort (pole, 0, 10);
for (int 1 = 0; i < pole.length; i++) {
System.out.print (pole[i] + " ");

} 223314913516247445
356714 22 24 33 44 51 91

. Casova slozitost algoritmu QuickSort: O(n log n) — O(n?)
* Prostorova slozitost algoritmu QuickSort: O(log n) — O(n)
http://en.wikipedia.org/wiki/Quicksort
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